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DISTRIBUCION BIDIMENSIONAL

En este tema se estudian fendmenos bidimensionales de caracter aleatorio. El objetivo es doble:
1. Determinar si existe relacion entre las variables consideradas(Correlacion).
2. Siesa relacion existe, indicar el procedimiento para estimar el valor de una variable a partir de
otra(Regresion).

Distribuciones bidimensionales
Una distribucion de dos variables (bidimensional) es un conjunto de parejas de valores (X;, Y; ),
que pueden presentarse mediante una tabla.

fi(frecuencia) f; ) f;
Xj X1 X2 Xj
Yi Y1 Y2 Yi

Genéricamente, las variables se llaman x(variable independiente) e y(variable dependiente).

Correlacion

Al estudiar distribuciones bidimensionales, el objetivo perseguido es determinar si existe
relacion estadistica entre las dos variables consideradas; es decir, ver si los cambios en una de las
variables influyen en los cambios de la otra. Cuando sucede esto, se dice que ambas variables estan
correlacionadas o que hay correlacion entre ellas.

Si las variables crecen conjuntamente, la correlacion es directa. Si, por el contrario, al aumentar
una de ellas disminuye la otra, la correlacion sera inversa.

La correlacién puede calificarse como fuerte cuando el grado de dependencia es alto; y como
débil en caso contrario.

Diagramas de dispersion

El primer paso para determinar el sentido y el grado de la correlacion entre dos variables consiste
en representar graficamente, en el plano cartesiano, los pares de valores conocidos. Estos graficos, que
reciben el nombre de diagramas de dispersion, permiten visualizar la posicion de los datos en el plano.
La forma de la nube de puntos asociada a cada diagrama permitira establecer conjeturas sobre la
correlacion existente entre las variables estudiadas.

En la siguiente figura se dan algunos diagramas de dispersion. Por la forma de la nube de puntos, se
puede intuir que tipo de correlacion sugiere cada uno de ellos.

I ’ I ) m i v
I Esta nube, estrecha y decreciente, indica correlacion lineal inversa y fuerte.
Il. En este caso, la nube no adopta una forma definida: no hay correlacion (o es muy débil).
1. Esta nube, ancha y con tendencia a crecer, sugiere una correlacién lineal directa y débil.

V. La nube presenta una forma clara, pero no rectilinea. La correlacion no es lineal, podria ser
exponencial o parabdlica.

En general, dependiendo de la forma de la nube de puntos, puede asegurarse:
e Una nube de puntos alargada indica correlacion lineal: los puntos se distribuyen entorno
a una linea recta. La estrechez de la nube expresa que la correlacion es fuerte.
» Silarecta que se ajusta a la nube tiene pendiente positiva, la correlacion sera directa:
al aumentar x, aumenta y, 6 viceversa
» Una recta con pendiente negativa indica que la correlacién es inversa, al aumentar x,
disminuye y, 6 viceversa.
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En la siguiente figura se puede observar todo lo anterior

Correlacidn Correlacidn Correlacidn
directa débil directa fuerte inversa fuerte

El estudio cuantitativo de estos conceptos se realiza mediante los parametros de correlacion y de
regresion

Parametros de una distribucién bidimensional
Los datos de una distribucién bidimensional suele darse en forma de tabla. Por ejemplo:

X X1 | X Xn
Yi Yi | Yo Yo
en el caso que las frecuencias de cada pareja sean uno, en otro caso:
Xj X1 X Xn
Yi Y1 Y2 A
fi fy f, .
También se pueden presentar en cuadros de doble entrada
X
X1 Xo Xn
y
Y1 fia fio fin
Y2 o1 o0 fon
Ym fna 2 fon

Lo datos correspondientes a cada una de las variables se Ilaman datos marginales. (En el caso
de tablas de doble entrada puede hablarse de frecuencias marginales). Estos datos permiten el calculo de
los parametros marginales de cada una de las variables.

Medias
Las medias marginales para cada una de las variables X e Y valen, respectivamente:

z X O; z i 0
= i Ui y= Yi dj
n n
El punto (?, 9) se llama centro medio de la distribucidn. Es el centro de gravedad (o centro de
masas) de la nube de puntos. Si se considera las medidas ponderadas se llamaria centro medio ponderado.

Varianzas marginales
Las varianzas marginales, son:

-\2 2
p . 2 _ 2 _ (Xi _X) DTi _ Xj Dri -2
arax: sy =0y = = -X
n n
p Y. W (yi —Y) ; _ Yi ; —2
aray: sy =0y = = -y
n n

Desviaciones tipicas marginales

- )2 O 2 3.
i-y) 2.
Paray: Sy :o'y = (yl ny) ! :\/@
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Covarianza

La covarianza es un parametro estadistico conjunto ya que en su célculo intervienen las dos
variables a la vez. Se define como la media aritmética de los productos de las diferencias de cada variable
respecto de su media marginal. Por tanto, vale:

_Z(Xi‘i)[()ﬁ -y s —o. = EXiE’i A X

Syy =O0yy = = =
Xy Xy n Xy Xy n

La covarianza permite estimar conceptos relativos a la correlacion entre las dos variables
I Su signo indica el sentido de la correlacion entre las variables.
*  Sis,, >0, lacorrelacion es directa.
*  Sis,y <0, lacorrelacion es inversa.
1. Un valor grande de s,, advierte que la correlacion entre las variables puede ser fuerte, pero
no lo asegura, no siendo interesante la comparacion de dos distribuciones por la covarianza.

La covarianza solo da el sentido de la correlacion: directa si es positiva e inversa si es negativo.

Coeficiente de correlacién lineal
El coeficiente de correlacion lineal(r) es el criterio que se utiliza para medir la fuerza de la
correlacidn lineal entre dos variables, se define como:

s
r=—2

Sy 'Sy
Es la razén entre la covarianza de las variables x e y, y el producto de sus desviaciones tipicas
marginales. Sus propiedades fundamentales son:
Las propiedades fundamentales del coeficiente de correlacion son:
I El valor de r no es funcion de la escala de medida.
Il. El signo de r es el mismo que el de la covarianza, pues las desviaciones siempre son
positivas. Luego:
e Sir>0,lacorrelacion es directa;
e Sir<0, lacorrelacion es inversa.
1. El valor de r estd comprendido entre -1y +1: -1<r<1

V. Si r toma valores proximos a -1, la correlacion es fuerte e inversa.

V. Si r toma valores proximos a +1, la correlacion es fuerte y directa.

VI. Si |r| =1, la correlacion es perfecta denominandose correlacion funcional. Hay dependencia
lineal entre las variables X e Y.

VII. Si r toma valores cercanos a 0, la correlacion practicamente no existe.

En funcidn del valor numérico del coeficiente de correlacion lineal, se puede clasificar la
correlacion en diferentes tipos:

a2
a2

0rs=r=], 05 =r<075
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El coeficiente de correlacion (r) mide exclusivamente la correlacion lineal entre dos variables, no
siendo capaz de detectar correlaciones de otro tipo(Exponencial, Cuadratica, ... etc).

A r? se le denomina coeficiente de determinacion, y da una medida de la fiabilidad de las
estimaciones de Y a partir de X. El valor del coeficiente de determinacion indica la proporcion de la
variacion en la variable Y que puede ser explicada en la variable X

Recta de regresion
La recta de regresion es la que mejor se ajusta a la nube de puntos, haciendo minima la suma de

las distancias de todos los puntos de la nube a ella. Debe pasar por el punto (?, 9) centro de gravedad de
la distribucién bidimensional.

La recta que mejor se ajusta a estos propdsitos es la recta de regresion minimo cuadratica. Con
estas condiciones, los valores de la pendiente a y de la ordenada en el origen b de esa recta valen:

Sk Sk
Luego, la ecuacién de la recta de regresion es:
SX
— _  xy —
y-y=—-(x-X)
SX

Siendo X e las medidas de las variables X e Y, s2 la varianza de X y s,y la covarianza.

Esta recta de regresion se llama de Y sobre X, pues se utiliza para predecir (estimar) los valores
de Y a partir de los de X. Si lo que se desea es estimar los valores de X partiendo de los de Y, se empleara
la ecuacion de la recta de regresion de X sobre Y, que es:

S
A % se le denomina coeficiente de regresion de X sobre Y. No es la pendiente de la recta,
S
y

sino su inversa.
Las rectas de regresion de Y sobre X y de X sobre Y se cortan en el centro de gravedad de la

distribucion (i, 9) Su posicion relativa es funcion del coeficiente de correlacién, oscilando desde
perpendiculares cuando r = 0, hasta coincidentes cuando r = 1.
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Ejemplo 1. La temperatura media anual, en °C, de varias ciudades, y el gasto medio anual en calefaccion
por habitante en € fue:

=

+o a0

Temperatura °C 10 12 15 16 18 22

Gasto € 150 120 84 60 48 12

Representar la nube de puntos asociada. ¢ Qué tipo de correlacion se observa?

Hallar el coeficiente de correlacion y la recta de regresion del gasto sobre la
temperatura.

Interpretar el coeficiente de determinacion

Que gasto cabe esperar en ciudades con temperatura media de 8, 17, 26 °C.

Que temperatura media hubo en una ciudad cuyo gasto media por habitante fue de 98 €.
Representar las dos rectas de regresion.

x(Variable independiente) = Temperatura media en °C
y(Variable dependiente) = Gasto medio por habitante en €

1604 Y

1504 .
140+
1304
1204 .
1104
1004
20
20 )
T
a4
304
40+
30+
201
104 .

Xn.

£ 0% 10 12 14 16 18 0 122

Se puede observar que los puntos se ajustan bien a una recta de pendiente negativa, por lo tanto
entre las dos variables cabe esperar una correlacion aleatoria fuerte inversamente proporcional.

b. Para el calculo de los pardmetros de la distribucion es necesario el siguiente cuadro de
frecuencias:

Xi Yi Xi2 yi2 Xi+Yi

10 150 100 22500 1500

12 120 144 14400 1440

15 84 225 7056 1260

16 60 256 3600 960

18 48 324 2304 864

22 12 484 144 264

ZX1:93 zyi =474 ZXIZ =1533 ny =50004 ZXi [y; = 6288

Parametros de la distribucion:

Medias: [

0 S
= NI :%:15'5

Yi
9: ! :ﬂ:79
N 6
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0 2
Z:in _x2 =158 1552 _1505
6

X
; N
- Varianzas: [
2
0 E \ -
95 = N ! —y2 :750004 79 =2093

Z

0
BSX - L—iz 1533 1552 _ 39
- Desviaciones: [J 6
0
G, = L 0 I 792 =4575
0’ N

X; S/ _
- Covarianza: S,, ,\; : 6288 -155[79 = -176'5

Sxy _ -176%

=22 =00988
s, [, 3918575

- Coeficiente de correlacién: r =

- Coeficiente de determinacion: r?(%)= 09882 100 = 97'6

Syy
- Recta de regresion de Y sobre X: y—y = (x X)
s2

X

_ —176% (x _15,5)
1525
ordenando
y = 258'3-11'6x
c. En las variaciones producidas en el gasto medio por habitante, el 97°6% es funcion de las

variaciones en la temperatura media, el 2°8% restante se debe a otros conceptos.

d. Para estimar el gasto medio conocida la temperatura media se usa la recta de regresion

X, =8°C D Oy, =2583-116B =1655€

X —17°C[y 2583-116x : HY2 =2583-116[17 =611€
x5 =26°CH Hys = 2583-11626 = -433€
el valor ys, no tiene sentido, pero tampoco es l6gico usar calefaccion para una temperatura media de 26 °C
e. Conocido el gasto medio en calefaccion también se puede estimar le temperatura media,
mediante la recta de regresion.

y, =98€ O YT HE 98=2583-11x0 x = 98_72183 =138°C
S _ U

d. Xsobre Y: x-X=—-(y-y), x-155= 1765 (y-79), ordenando: y = 262’8~ 11°9x

) 2093

y

X sobre Y: y=262'8-11"0x

Y sobre X: y=258"3-11"6x

#l
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