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CAMPO GRAVITATORIO

Modelo 2018. Pregunta 1B.- Sea un sistema doble formado por una estrella y un planeta. El
planeta gira alrededor de la estrella siguiendo una 6rbita circular con un periodo de 210 dias y posee una
masa de 5- IO’GM, donde M es la masa de la estrella. Determine:

a) Elradio de la 6rbita del planeta.

b) El vector campo gravitatorio total en un punto entre la estrella y el planeta que dista 4,6-10° km

del centro del planeta.

Dato: Constante de Gravitacién Universal, G = 6,67-107" N m2 kg’z; Masa de la estrella 1,3-10°° kg.
Solucién.
a. El planeta orbita en torno a la estrella en una orbita circular con movimiento uniforme, por lo
que la suma de todas las fuerzas que concurren sobre el planeta deberdn ser igual a la fuerza centripeta

que le hace girar.
SE=F

Si se supone que la tnica fuerza que actia sobre el planeta es la debida al campo gravitatorio de
la estrella, el sumatorio de fuerzas en médulo queda la siguiente forma:

V=T
2n
G Mm _ v2 2 _GM {“’:T} 4n’r>  GM 1 _GM
2 r r T2 r T?  4n°
M T2 7x1071113%10% (210 24-3600)
r=3\/G L =3\/6,6 x107"-1,3x10 | (210-24-3600) _ 80810 m
4n 4n
b. Si consideramos a la estrella situada en el centro de coordenadas y Tt y ety
al centro del planeta situado en el punto (8,98><1010, 0, 0), nos piden calcular
la intensidad del campo gravitatorio en el punto Q. E . 0
...... 4_'_.__) -

La intensidad de campo gravitatorio debida a una masa M a una distanciar .3
viene expresada por:
- M .
g= -G— u;
r2
Donde el signo negativo indica el sentido de la intensidad gravitatoria (dirigida hacia la masa), y u, es un

vector unitario en la direccién que une el centro de la masa con el punto (radial).

> W Mg - Mp -
g:g1+g2:—G—2E1 +G—2P1
I )

r=D-r,=898-10'""-4,6-10% =8,934.10'°
Mp =5-107%- Mg =5x1070-13-10% =6,5-10>*kg

30 1024 _ -
%im,m-m‘“ﬁi=—&81'10_3i£
8,934.10'°

§=-6,67-10"""
Y- wi 6105 ke

Modelo 2018. Pregunta 1A.- Dos particulas puntuales de masas m; = 2 kg y m, = 10 kg se
encuentran situadas a lo largo del eje X. La masa m, estd en el origen, x; = 0, y la masa m, en el punto
X, =5 m.
a) Determine el punto en el eje X en el que el campo gravitatorio debido a ambas masas es nulo.
b) (Cudl es el potencial gravitatorio debido a ambas masas en el punto para el que el campo
gravitatorio es cero?
Dato: Constante de Gravitacién Universal, G = 6,67-107" N n’ kg’z.

Solucién.
a. La intensidad de campo gravitatorio viene expresada —d—i—3-d—
por: —.: F .

=
m g g T,
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- m .
g=-G—u
2"

Donde u, representa el vector unitario en la direccién radial y el signo negativo indica que esta

dirigido hacia la masa, por lo tanto, el inico punto donde se anule el campo gravitatorio creado por dos
masas puntuales serd un punto situado entre las masas y en la linea que las une, como se representa en la
figura adjunta.

Por el principio de superposicion:

g1+g=0
~GLi+G—2-1=0
d (5-4d)
Operando se obtiene el valor de d
my < my - my m, (S—d)2 m; 5-d m,
_2 i=G 5 1 —2 = ) 2 =—= — =S Y—=
d (5-4d) d*  (5-d) d my d my
d= > = > =154 m
1+ 22 14 10
my 2
b. El potencial en un punto de un campo gravitatorio creado por una masa puntual es la energia
potencial por unidad de masa en ese punto, viene expresado por:
uv=-c2

T

Para una disposicion de masas puntuales, el potencial gravitatorio sigue el principio de
superposicion.

U=U(m )+ Ulmy) =G4 —g M2 | [ MLy M2 |- _g67.1071.[ 210 | 579,070 L
1 2 d K

5-d d 5-d 1,54 5-154

Septiembre 2017. Pregunta 1B.-
a) A partir de la ley fundamental de la dindmica, deduzca la expresion de la velocidad orbital de un
satélite que gira en una 6rbita circular de radio R alrededor de un planeta de masa M.
b) Si un satélite de 21 kg gira alrededor del planeta Marte, calcule el radio de la 6rbita circular y la
energia mecdnica del satélite si su periodo es igual al de rotacion del planeta.
Datos: Masa de Marte, Mygae = 6,42- 10% kg; Periodo de revolucién del planeta, Ty = 24,62 h;
Constante de Gravitacién Universal, G = 6,67- 10" N m? kg’z.
Solucion.
a. Si el satélite describe una orbita circular con movimiento uniforme, se debe cumplir que la suma
de fuerzas que actien sobre €l, deberan ser igual a la fuerza centripeta.

Z F= Fcentripeta =m-a.
La unica fuerza que actia sobre el satélite es la gravitatoria que genera el planeta, pasando a
modulo:

2
GMzm:m-V— v2=G=— V= GM
r r r r
b De la expresion del apartado anterior se puede despejar el radio

GM |V=OT GM

r=—-1,= 2n bir= —
v T m

T
Ordenando se obtiene la tercera Ley de Kepler: =T G—I\;I
4n
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-1l 1023
r= 3/T2 G—l\g = i/ (24,62-3600) - 6,67-10 26’42 10 5 04:107m = 20400 Km
4n 4n

La energia mecénica de satélite es la suma de su energia cinética y potencial.

EM=EC+Ep=lmv2+ _gMm)_J2_gM{_1gMm_Mm__1,Mm
2 r r 2 r r 2 r

. 23 .
L.67.10-11 6:42:10% 21

- =-22-10"7J
2 2,04-107

EM=

Septiembre 2017. Pregunta 1A.-
a) Aplicando el principio de conservacién de la energia mecdnica, obtenga una expresién para la
velocidad de escape de un cuerpo desde la superficie de un planeta esférico de radio R y masa
M.
b) Calcule la velocidad de escape desde la superficie de Mercurio sabiendo que posee una masa de
3,30- 10> kg y una aceleracién de la gravedad en su superficie de 3,70 m-s °.
Dato: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67-1 0" Nm2 kg’z.
Solucion.
a. Considerando que el campo gravitatorio es conservativo, la energia mecdnica en la superficie del
planeta serd la misma que en el infinito.
EMecanica (SuperﬁCie) = EMecanica (Infinito)

Teoricamente, se supone que se llega con velocidad nula, y como la distancia es infinita, la
energia mecdnica en el infinito es nula
E, (Superficie)+ E P (Superficie) =E, (Infinito) +E, (Infinito)
0 0
porque v=0 porque r=co
Si se denomina como Vv, a la velocidad de escape, velocidad que deberd tener el cuerpo en la
superficie del planeta:

lmv§+ —G—M'm =0
2 R

Expresion que permite despejar la velocidad en funcién de la masa del asteroide y de su radio.

2GM
Ve={TR

b. Para calcular la velocidad de escape desde la superficie de Mercurio necesitamos conocer el
radio del planeta, el cual se puede calcular a partir de la intensidad de campo gravitatorio en su superficie.

El peso de un cuerpo es la fuerza con que el planeta lo atrae, aplicado a la superficie de
Mercurio:

F, = p—modulo GMm:mg g:GE R = GM
G 2 2
R R g

_113,30-105

R:\/6,67-10 =2.44-10°m

>

Conocido el radio se calcula la velocidad de escape:

. 1011 1023
v, = /2GM _ [2-6,67-10 3530 10 =4248‘V
R 2,44-10 §
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Junio 2017. Pregunta 1B.- Una reciente investigacién ha descubierto un planeta similar a la Tierra
orbitando alrededor de la estrella Préxima Centauri, una enana roja cuya masa es un 12% de la masa del
Sol y su radio es el 14% del radio solar. Mediante técnicas de desplazamiento Doppler se ha medido el
periodo del planeta alrededor de la estrella obteniéndose un valor de 11,2 dias. Determine:

a) La aceleracién de la gravedad sobre la superficie de la estrella.

b) Elradio de la 6rbita del planeta suponiendo ésta circular.
Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67']0’“ Nm? kg’z; Masa del Sol, Mg = ],99']0?0 kg, Radio del
Sol, Rs=7-10°m.
Solucion.
a. Para calcular el valor de la intensidad gravitatoria en la superficie de la estrella, se iguala la
fuerza gravitacional a la que se veria sometido un cuerpo situado en su superficie con su peso.

FG=f) médulo GM1211=mg g=G£2
R R

Donde M y R son la masa y el radio de la estrella.

Teniendo en cuenta la relacion entre los pardmetros de la estrella (radio y masa) con los del Sol:

12
M =——-M;g =0,12Mg ) 1030
110‘? :g=GLlez=6,67-lO_ll-w=1658,471y2
R =——Rg =0,14Rg (0.14R) (044-7-10%F s
100
b. El planeta 6rbita alrededor de la estrella con un movimiento circular uniforme, por lo tanto la

suma de todas la fuerza que actien sobre el deberd ser igual a la fuerza centripeta.
SE=F

Si se tiene en cuenta que sobre el planeta la tnica fuerza que actda es la fuerza de atraccién
gravitacional que ejerce la estrella, y trabajando en médulo:

2
GM—;n =m-— simplificando v2 = GM
T r T
Donde M es la masa de la estrella y r es el radio de la 6rbita del planeta. La velocidad lineal se puede
expresar en funcién del radio de la orbita y de la velocidad angular, la cual a su vez la podemos expresar
en funcién del periodo del planeta alrededor de la estrella, lo nos permite llegar a una relacién entre el

periodo y el radio.

v2-cgM 2 2 M o= 4n* M
R S YO RS ¥ :G——T>—2-r =G—
V=T r T r

Mo r:{/G_hg.Tz:i/%.Tz
47 4 47

. _11- . . 30
r=3\/6’67 10012199107, (11,2.24-3600) =7,23-10°m

4’

Junio 2017. Pregunta 1A.- Un asteroide de forma esférica y radio 3 km tiene una densidad de 3 g
cm . Determine:

a) La velocidad de escape desde la superficie de dicho asteroide.

b) La velocidad de un cuerpo a una altura de 1 km sobre la superficie del asteroide si parti6 de su

superficie a la velocidad de escape.
Dato: Constante de Gravitacién Universal, G = 6,67-107" N n’® kg’z
Solucién.
a. Considerando que el campo gravitatorio es conservativo, la energia mecdnica en la superficie del
asteroide serd la misma que en el infinito.
EMecinica (SuperfiCie) = EMecanica (Infinito)

Tedricamente, se supone que se llega con velocidad nula, y como la distancia es infinita, la
energia mecdnica en el infinito es nula
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E, (Superficie) +E, (Superficie) =E, (Infinito) +E, (Infinito)

0 0
porque v=0 porque r=co

Si se denomina como V. a la velocidad de escape, velocidad que deberd tener el cuerpo en la
superficie del asteroide:

lmvg+ —G—M'm =0
2 R

Expresion que permite despejar la velocidad en funcién de la masa del asteroide y de su radio.

2GM
Ve = R

La masa del asteroide se puede expresar en funcién de su densidad y volumen.

a=M_ 7 M M=2rdr?
vV 4 R3 3
3
4 3
2G—-ndR
Ve = ‘/ 26M _ \f 3 = \/§n G-dR? = \/§n 6,67x107""-30003000% =388/
R R 3 3 §
b. Teniendo en cuenta el mismo principio de conservacién de energia:
EMecinica (SuperfiCie) = EMecanica (h =1000 m)
Lo2gfogMm)_ 1 2 [ gMm L2 Mm _g
2 R 2 R +h 2 R+h
0
Teniendo en cuenta
el apartadoa

_4 3
v=[2OM _ M=3mdR _\/2-6,67><10_“-3,39><1014 —336ry
R+h M =§n300030003 =339x10'*kg 3000+1000 s

Septiembre 2016. Pregunta 1B.- Una estrella gira alrededor de un objeto estelar con un periodo
de 28 dias terrestres siguiendo una 6rbita circular de radio 0,45-10° km.

a) Determine la masa del objeto estelar.

b) Si el didmetro del objeto estelar es 200 km, ;cudl serd el valor de la gravedad en su superficie?
Dato: Constante de Gravitacién Universal, G = 6,67-107" N m’ kg -
Solucion.
a. El objeto describe una orbita circular con movimiento uniforme, por lo tanto se debe cumplir que
la suma de fuerzas que actien sobre él, deberdn ser igual a la fuerza centripeta.

Z F= 1:;centripeta
La dnica fuerza que actda sobre el objeto es la fuerza centripeta, pasando a médulo:

2
GMzmzm-V— V2:GM
r T T

Donde M representa la masa del objeto estelar y m la masa de la estrella.

M 0)2-1‘3
2 _og22 M= 2.3
v =G : co2 rzzGM G :M:4n 1r2
V=T r (D_E G-T
T
2 11
M 4n (0,45)(10 )3 _ 9,22)(1030 ke

6,67x10711.(28-24-3600)2
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b. Para calcular la gravedad en la superficie del objeto estelar se tiene en cuenta que en su
superficie, el peso de un cuerpo es la fuerza gravitatoria con la que le atrae.

30
P=F; mg, :GM—;n 2 :G%:6,67x10‘“ -Ll()zzé,lsxlololy2
R R 200x10° S

2

Septiembre 2016. Pregunta 1A.- Desde la superficie de un planeta de masa 6,42-10% kg y radio
4500 km se lanza verticalmente hacia arriba un objeto.
a) Determine la altura médxima que alcanza el objeto si es lanzado con una velocidad inicial de
2kms .
b) En el punto mds alto se le transfiere el momento lineal adecuado para que describa una drbita
circular a esa altura. ;Qué velocidad tendr4 el objeto en dicha érbita circular?
Dato: Constante de Gravitacién Universal, G = 6,67-107" N m’ kg’z.
Solucién.
a. Despreciando la fuerza de rozamiento, la energia mecdnica del satélite se conserva.
Em (Superficie) =Em (Altura h)

Teniendo en cuenta que cuando llega a la altura h, el objeto se para:
E. (Superficie) +E, (Superficie) =E, (Altura h)

lmvsz_l'_ _G.M :_GM.m
2 R R +h

Donde R representa el radio del planeta y v, la velocidad en la superficie del planeta.

Simplificando la masa del objeto (m) y sustituyendo datos, se despeja h

1023 1023
lvg _G.M= G- M : 1(2.103)2 ~6,67-10711 -%=—6,67'10_11 %
2 R R+h 2 45-10 45-10° +h
h =1,2x10° m =1200 Km
b. El objeto describe una orbita circular con movimiento uniforme, por lo tanto se debe cumplir que

la suma de fuerzas que actien sobre €1, deberdn ser igual a la fuerza centripeta.

Z F= Fcentripeta
La dnica fuerza que actda sobre el objeto es la fuerza centripeta, pasando a médulo:

. 2
GMmzm-V— v=\/GM= G M
2 r r R +h
1023
v=_667-10"'". 6’462 10 - ~27409ms™
4,5-10°+1,2-10

Junio 2016. Pregunta 1B.- Un astronauta utiliza un muelle de constante eldstica k = 327 N m ' para
determinar la aceleracion de la gravedad en la Tierra y en Marte. El astronauta coloca en posicion vertical
el muelle y cuelga de uno de sus extremos una masa de 1 kg hasta alcanzar el equilibrio. Observa que en
la superficie de la Tierra el muelle se alarga 3 cm y en la de Marte sélo 1,13 cm.

a) Si el astronauta tiene una masa de 90 kg, determine la masa adicional que debe afiadirse para que

su peso en Marte sea igual que en la Tierra.

b) Calcule la masa de la Tierra suponiendo que es esférica.
Datos: Constante de Gravitacién Universal, G = 6,67-10"" N n’ kg’z; Radio de la Tierra, Ry = 6,37-1 0°
m.
Solucién.
a. Lo primero que se necesita es calcular la aceleracién de la gravedad en Marte y en la Tierra, para
ello se utiliza la experiencia del muelle.

F:—k-x:—mg g:k_x
m
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. . _2
e Tierra: gr = M =9,81m s2

. . _2
e Marte: gy = w =3,69m s2

P=m-gr =(m'+m) gy

90-9,81=(m"+90)-3,69 ’=90'9’81—90=149kg
3,69
b. P=FG mg:GMzm g:(}%2
R R
. 2 . . 6
Mo & RT_98 (6,37 1(1)1)2 _597-10%kg
G 6,67-107

Junio 2016. Pregunta 1A.- El planeta Marte, en su movimiento alrededor del Sol, describe una
orbita eliptica. El punto de la 6rbita mds cercano al Sol, perihelio, se encuentra a 206,7- 10° km, mientras
que el punto de la 6rbita mas alejado del Sol, afelio, estd a 249,2- 10°® km. Si la velocidad de Marte en el
perihelio es de 26,50 km s’l, determine:

a) La velocidad de Marte en el afelio.

b) La energia mecdnica total de Marte en el afelio.

Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67-10—11 Nm? kgiz; Masa de Marte, MM = 6,42'1023
kg; Masa del Sol MS = 1,99-10° kg.

Solucién.
a. Por estar sometido a fuerzas centrales, el momento angular de Marte permanece constante
(L =cte).

L=rxXp=rxmv

‘L‘ = |f| . m|\7| -sen o, = cte

En el afelio y en el perihelio, o0 = 90°

‘Lp‘: L, ‘fp -m‘Vp‘-sen90:|fa|-m|\7a|-sen9O
6
LoVp=hvy  Va=vpel v, = 26,50-M= 21,98 Kms™!
I 249,2-10
1 Mg, - 1 Mg, -
b. EM =Ec+Ej, = EmMarte : vﬁ +(—G .—Sol '~ Marte rmMarte j = EmMane ) Vg -G.—5 rmMme
a a

10%0.6,42.10%
2492-10°

s
2

Ey = 2642107 - (21.98. 103)2 ~667-10711. 192 =-1,87-10°%]

Modelo 2016. Pregunta 1B.- Un cierto planeta esférico tiene de masa el doble de la masa de la
Tierra, y la longitud de su circunferencia ecuatorial mide la mitad de la de la Tierra. Calcule:

a) Larelacion que existe entre la velocidad de escape en la superficie de dicho planeta con respecto

a la velocidad de escape en la superficie de la Tierra.

b) La aceleracion de la gravedad en la superficie del planeta.
Dato: Aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra, gy = 9,81 m s
Solucién
a. Para deducir la velocidad de escape desde la superficie de un planeta, se debe tener en cuenta
que el campo gravitatorio es conservativo y por tanto, la energia mecédnica de un cuerpo en la superficie
de un planeta es igual a la energia mecdnica en el infinito. Suponiendo (tedrico) que el cuerpo llega al
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infinito con velocidad cero, su energia cinética serd nula y teniendo en cuenta que la distancia es infinita,
su energfa potencial también serd nula, por tanto la energia mecénica en el infinito es nula.

Para que el cuerpo escape de la superficie del planeta, habrd que comunicarle la velocidad
suficiente para que anule su energfa mecdnica.

E\ (Superficie) = Ey (Infinito) = 0
Em (Superficie) =E, (Superficie) +E, (Superficie) =0

lmvg+ —G@ =0 5 v :‘/ﬂ
2 R R
Para la Tierra: ve(T) /%

Para el planeta: v, (P)= 2GMp
Rp
[2GMp
R .
Comparando: Ve(P): P__ |[Rp-Mp
Ry

. 1 . . .
Del enunciado: M, =2Mrt y Lp = 3 Lt . Teniendo en cuenta la expresion de la longitud de

. . 1 R . -
una circunferencia, 2n-Rp = 521t ‘R, por lo tanto, Rp = TT . Sustituyendo en la relacion entre las

velocidades de escape:

b. La relacién entre la aceleracion de la gravedad, la masa del planeta y su radio, se obtiene
igualando el peso de un cuerpo en la superficie del planeta con la fuerza de atraccién gravitacional.
P=F; mg=GM—;n ; g=G£2
R R
Aplicando la expresion a la Tierra y al planeta y comparando:
M
T P
ET=575 S > [Mp=2M 2
T|.8p Rp _Mp-Ry _|7F Tl__2Mr Rt 3
M| gr ~Mr M;-RE |Rp=7Rr 2
gp = G T P 2 2
N T M-3R

gp=8-g1 :8-9,81:78,48%2

La intensidad de campo gravitatorio serd: gp =—78,481, kﬁ
g

Modelo 2016 Pregunta 1A.- Titania, satélite del planeta Urano, describe una 6rbita circular en
torno al planeta. Las aceleraciones de la gravedad en la superficies de Urano y de Titania son gy = 8,69 m
s?y g =037 ms? respectivamente. Un haz de luz emitido desde la superficie de Urano tarda 1,366 s
en llegar a la superficie de Titania. Determine:
a) El radio de la orbita de Titania alrededor de Urano (distancia entre los centros de ambos
CUEerpos).
b) El tiempo que tarda Titania en dar una vuelta completa alrededor de Urano, expresado en dias
terrestres.

Datos: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67-]0’” N m? kg’z; Velocidad de la luz en el vacio, ¢ = 3,0-]08
m s’l; Masa de Urano, MU = 8,69-]025 kg, Masa de Titania Mt = 3,53-]021kg.

Solucién.

a. El radio de la 6rbita descrita por el satélite de Urano (Titania), es la suma de la distancia entre la

superficie de Urano y de titania y los radios de Urano y de Titania.
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r=Ry+ d(Urano - Titania)+ R,
Teniendo en cuenta que la luz se desplaza con velocidad rectilinea y uniforme, la distancia entre
las superficies del planeta y su satélite se puede calcular por cinemdtica d(Urano - Titania) =c-t

Los radios de Urano y de titania se pueden calcular a partir de las aceleraciones de la gravedad
en sus respectivas superficies, teniendo en cuenta que en la superficie de un planeta o satélite, el peso de
un cuerpo es la fuerza gravitatoria con la que le atrae el planeta o satélite.

Mm M R = GM
R2

R? g
Aplicando esta expresion a Urano y a su satélite:

Ry = fGMU R, = /GMt
gu gt

Sustituyendo en la expresion del radio de la 6rbita del satélite

11 25 =11 21
. GMy feott G M, _ 6,67x10 8,69%x10 +3><108-1,366+ 6,67x10 3,53x10
gy 2, 8,69 0,37

r= 4,36424><108 m =436424 Km

P=F; mg,=G g8 =G

b. Se pide el periodo del satélite titania expresado en dias de 24 horas, para ello se tiene en cuenta
que el satélite realiza una 6rbita circular con velocidad constante, y por tanto la suma de las fuerzas que
actden sobre el debe ser igual a la fuerza centripeta, responsable de su giro.

2
Fs =E GMUm:mV— v2 = My
r T T

La velocidad lineal, se puede expresar en funcién de la angular, y estd en funcién del periodo

2_G-My

v2=G.MU (o r)Z_G'MU © = ) ‘[anz_G-MU T 4n%r°
T . . - I - 3 -
V=m-T r o= E T r G-My
T

2 8
T 4n (4,?164>< 10 )3 == 752374 s = 8,71dias
6,67x107" " -8,69x10

Septiembre 2015. Pregunta 1B.- El radio de uno de los asteroides, de forma esférica,
perteneciente a los anillos de Saturno es de 5 km. Suponiendo que la densidad de dicho asteroide es
uniforme y de valor 5,5 g cm°, calcule:

a) La aceleracién de la gravedad en su superficie.

b) La velocidad de escape desde la superficie del asteroide.
Dato: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67-]07” Nm? kgiz.

Solucién.
a. En la superficie del asteroide se cumple que el peso es la fuerza con la que el asteroide atrae a las
masas.
P=F; mg = G@ g= G£
R? R?

La masa se calcula con la densidad y el volumen.

Esfera
M=V.d = %nR3 -d=§n(5-103m)3 -5,5-103k—g3=2,88-1015kg
m

Sustituyendo en al expresién de la intensidad gravitatoria:

1nls
g=6,67-10‘“—2’88 10 5 68ms2

(5-103)2
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b. La velocidad de escape se calcula por energias. Teniendo en cuenta que el campo gravitatorio es
conservativo y que el objeto que escapa del asteroide llega al infinito con velocidad nula, se cumplira que:
E(Superﬁcie) = E(Infinito) =0
E. (Superficie) +E, (Superficie) =0

L2 —gMm_g L2 —gMm Ve=‘/2GM
2 R 2 R R

o1t 2,88-10"
5.10°

ve=\/2-6,67-1 =877ms™!

Septiembre 2015. Pregunta 1A.- Una nave espacial aterriza en un planeta desconocido. Tras
varias mediciones se observa que el planeta tiene forma esférica, la longitud de su circunferencia
ecuatorial mide 2-10° km y la aceleracién de la gravedad en su superficie vale 3 m s *.
a) (Qué masa tiene el planeta?
b) Si la nave se coloca en una 6rbita circular a 30.000 km sobre la superficie del planeta, ;cudntas
horas tardard en dar una vuelta completa al mismo?
Dato: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67-107” Nm? kgiz.
Solucion.
a. La intensidad de campo gravitatorio (g) en la superficie de un planeta, se puede expresar en
funcién de la masa del planeta y del radio, teniendo en cuenta que el peso de los cuerpos en la superficie
del planeta es la fuerza con la que este le atrae.
Trabajando en médulo:

Mm
P=F; mg=G—-— g=G—
R? R?

Expresion que permite despejar la masa del planeta en funcién de g y R.
2
gR
G

M=

El radio del planeta se calcula conocida la longitud de la circunferencia ecuatorial
L(ecuatorial) 2 10°

L(ecuatorial) =2nR R= =31830Km
2n 2n
. . 6
M =J—i3 3183 1011 =4,56-10"kg
6,67-10"
b. Se pide calcular el periodo de la nave en una 6rbita conocida la altura. Para calcular el periodo,

se tiene en cuenta que en una orbita circular, y teniendo en cuenta que la nave describe un movimiento
circular uniforme, la suma de todas as fuerzas que actdan sobre la nave debe ser igual a la fuerza
centripeta.
2
Mm v M
Fs =F; G—=m— vZ=G—
2 r r

Por otro lado, la velocidad orbital se puede expresar en funcién del periodo.

V=@-T1 2 2
21‘[ :V:E.r : E.r :GM 4L:GM
T r T2 I.3

T
r} (R+h) (3183-106+30-106)3
T=2n =2n =27, | o S =554075=15h2327"
G-M 6,67-107"-4,56-10

10
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Junio 2015. Pregunta 1B.- Un cuerpo esférico de densidad uniforme con un diametro de 6,0 10°
km presenta una aceleracién de la gravedad sobre su superficie de 125 m s °.
a) Determine la masa de dicho cuerpo.
b) Si un objeto describe una 6rbita circular concéntrica con el cuerpo esférico y un periodo de 12 h,
(cudl serd el radio de dicha 6rbita?
Dato: Constante de Gravitacién Universal, G = 6,67-10"" N m’ kg .
Solucion.
a. D =6,0x10"” Km = R = 3,0x10° Km; g = 125 m/s’

Igualando el peso de un cuerpo en la superficie del planeta a la fuerza gravitacional se obtiene
una relacién entre la intensidad de campo gravitatorio, el radio del planeta y su masa.

M- M
P=F; m-g=G 2m g=G—2
R R
. 2 . 8
M=2E R = 125 (3X1011)2 =1,69%x10%° kg
G 6,67x10"
b. Para calcular el radio de la 6rbita se igual la fuerza gravitacional a la fuerza centripeta, ya que
por ser una 6rbita circular se cumple: Fg =F,
2
GMm=mV— v2=GM (m-r)2=GM (1)2=GM
r? r r r o

2n) M PoM 4/G-M-T?
- =63 —-0.3 L
T r T 4n 4n

o 3\/ 6,67x1071 . 1,69x10% - (12-3600)
4n?

=811x10%m

Junio 2015. Pregunta 1A.- Dos lunas que orbitan alrededor de un planeta desconocido, describen
Orbitas circulares concéntricas con el planeta y tienen periodos orbitales de 42 h 'y 171,6 h. A través de la
observacion directa, se sabe que el didmetro de la 6rbita que describe la luna mds alejada del planeta es de
2,14-10° km. Despreciando el efecto gravitatorio de una luna sobre la otra, determine:

a) La velocidad orbital de la luna exterior y el radio de la érbita de la luna interior.

b) La masa del planeta y la aceleracion de la gravedad sobre su superficie si tiene un didmetro de

2,4-10" km.
Dato: Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67-10" N m?* kg .
Solucién.
a. Conocido el didmetro de la 6rbita y el periodo se puede calcular la velocidad orbital mediante la

definicidn de velocidad media

9
V:§:2n r_m D m-214x10 m=10883‘y

t T T  171,6-3600s

El radio de la érbita de la luna interior se puede obtener mediante la tercera ley de Kepler.
En una 6rbita circular se cumple: F; =F,

2
M M M M
Grm oY vZ=G— (co-r)2=G— 0’ =G—
r? r r r r
2 3 3
T r’ T2 4a? T?
3 3 2 6 2
T 2,14x1 42
%:% rl:r2.3—12: . 0 -3 5 =4,187x10° Km
T T3 T; 2 1716
b. La masa del planeta se puede obtener mediante la tercera ley de Kepler.

11
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9 3
» [ 214x10
3 2 3 an” - )
f_2=G_M2 M=2T R s - =19x107Kg
T 4 G-T* 6,67-10711.(171,6-3600)

La intensidad gravitatoria se calcula igualando el peso en la superficie del planeta a la fuerza
gravitacional.

M B 27
mg=G—=n e=GA -6 _667x10 “ﬁﬂgoryz
S

R’ R (D2) [.ax107/2f

Modelo 2015. Pregunta 1B.- Dos planetas, A y B, tienen el mismo radio. La aceleracién
gravitatoria en la superficie del planeta A es tres veces superior a la aceleracién gravitatoria en la
superficie del planeta B.
Calcule:

a) Larelacion entre las densidades de los dos planetas.

b) La velocidad de escape desde la superficie del planeta B si se sabe que la velocidad de escape

desde la superficie del planeta A es de 2 km/s

Solucién.
a. La expresién de la intensidad de campo gravitatorio de un planeta en su superficie se obtiene
igualando el peso de un cuerpo en su superficie con la fuerza gravitacional que ejerce el planeta sobre el
cuerpo.

Mm M
meTOgr  #7O0%
Se puede relacionar con la densidad del planeta si en el segundo miembro se multiplica y divide
porinR
3
iR 4 M 4 M 4
JTRR? SR 3 Vo3

Aplicando la expresion a los dos planetas y comparando.

4
“1.G-R,-d
g_A:u.{RﬁRB}?g_B da _ dy

4 ) > == 3
g8 “n-G-Rg-dg ga=3gs) g dg dp
3
d, =3dg
b. La velocidad de escape de la superficie de un planeta se obtiene igualando la energia mecénica

que deberia tener el objeto en la superficie a cero.

lmvz—G@=o ve=‘/2G—M
2 R R

El producto GM se puede sustituir por gR?, obteniendo de esa forma la velocidad de escape en
funcion del radio del planeta y de la intensidad de campo gravitatorio.

2
Ve = 2% =,/2gR

Si aplicamos esta expresion a los dos planetas y se comparan:

ve(a) _\22,R, _{RA R} Jg V3 = v.(a)=+3v.(B)

veB)  J2ezRy  |2a =3gs
_V (A)_ 2 _ K
v,(B)== =" =115 1%

NERRNG

12
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Modelo 2015. Pregunta 1A.- Un planeta de igual masa que la Tierra, describe una 6rbita circular
de radio R, de un afio terrestre de duracidn, alrededor de una estrella de masa M tres veces superior a la
del Sol.
a) Obtenga la relacion entre: el radio R de la 6rbita del planeta, su periodo de revolucién T, la
constante de la gravitacion universal G, y la masa M de la estrella alrededor de la cudl orbita.
b) Calcule el cociente entre los radios de las 6rbitas de este planeta y de la Tierra.
Solucion.

a. Para una 6rbita circular se cumple: F; =F
2
G_Mrzn —m
R R
Simplificando y teniendo en cuenta que v=0-R yque o =2n/T
2
GM=VZ; GMzmz-Rz; GM3:4L2; R3:G—1\;IT2
R R R T 4n
b. Aplicando la relacién obtenida al planeta y a la tierra y dividiendo ambas, se obtiene la relacién
que se pide.
e Parael planeta: R? = G—l\;{Tz
4n
e Paralatierra: R% = %EMTZ
4n
GM T2
3 - 3
Comparando: R—3:G47t—:{T:TT :%:l:%:3
RT Mgol T% RT MSol MSol
4n

R _»

R;

Septiembre 2014. Pregunta 1B.- Un planeta esférico tiene una densidad uniforme p = 1,33 g cm™
y un radio de 71500 km. Determine:

a) El valor de la aceleracién de la gravedad en su superficie.

b) La velocidad de un satélite que orbita alrededor del planeta en una érbita circular con un periodo

de 73 horas.

Dato: Constante de gravitacion universal, G = 6,67><]0’1 "N’ kg’2
Solucién.
a. Para calcular la aceleracién de la gravedad en la superficie de un planeta, se tiene en cuenta que
en la superficie, la fuerza con la que el planeta atrae a los cuerpos es peso de los cuerpos

M-m o M
5— =m-g, simplificando: gozGF

P P

IEG =P en médulo: G

La masa del planeta se puede calcular mediante la densidad.

. 4 3
Supusto esférico —nRp-p
M _ _Vp 3PP 4
gO—GR%—GR%— V:%nR% =G Rf, —3nGRPp

g, :%n-G-RP P =§n-6,67x10‘“ -71500x10%-1,33x10° = 26,57ry2
S

b. Para calcular la velocidad de un satélite en 6rbita circular se tiene en cuenta que es M.C.U., y por
tanto la resultante de todas las fuerzas que actian sobre el satélite debe ser igual a la fuerza centripeta.

- i Mm v? , G-M /G-M
ZF:FCemn,peta: En médulo: F; =F. ; GF:m?; v =R ; V= R

De igual forma que en el apartado anterior, la masa se expresa en funcion del radio del planeta y

13
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de su densidad.

El radio de la 6rbita, se calcula a partir del periodo mediante la tercera ley de Kepler.
» G-M

Y, —

_In 2 2
. 0= . . .
R :wz.Rzzw_TﬁLz:g;stfw
veo R R T2 R 4n
2
R=3 G MT° G-ArR3poT2 G oo’
4n* LR =1—2 =R, —2—
3n

47 F
M=%H-R§,-p ’t
—11 3 2
R:71300%/6,67x10 1,333><10 (13x3600F _ ¢ 1ok
Y

Sustituyendo en la expresion de la velocidad.

G-M 4 3
= /_ G-—mn-R}-
V 4 ) v 3R Pp:\/%.GﬁzR%.p
M=§n-R§,-p

3 -1 3 3
o [4n-G-R}-p :J4n 6,67x10 (71300><103)3 1,33x10 =14767 1/
3R 3-617649x10 °

Septiembre 2014. Pregunta 1A.- Un satélite describe una érbita circular alrededor de un planeta
desconocido con un periodo de 24 h. La aceleracién de la gravedad en la superficie del planeta es 3,71 m
s ?y su radio es 3393 km. Determine:

a) Elradio de la orbita.

b) La velocidad de escape desde la superficie del planeta.

Solucion.
a. Si un satélite describe una 6rbita circular uniforme, se debe cumplir:
- = s Mm v2 G-
> F=Feenipea = Enmodulo: Fs =F. ; G—= m— v? ==

. 2
w=SMI . GM = 4 GM G-M-T?
R 0 -R =——)—2= 3 ) R=3—2
v=m-R R T R 47‘[

El producto G-M se puede expresar en funcioén del radio del planeta y de la aceleracion de la
gravedad en la superficie del planeta, teniendo en cuenta que en la superficie del planeta, el peso de los
cuerpos es la fuerza con la que los atrae el planeta. Trabajando en mddulo:

M.zm : g0=G£2§ G-M=g, -R2
Rp Rp

Sustituyendo en la expresion del radio:

2
— 371 ™ |-(3393%10°m) -[ 243600
g, Rp-T 3 52 h 6
R-jE el =20,06x10°m = 20060 Km
T

4n?

=G

P=F; ; mg

o

b. Teniendo en cuenta que el campo gravitatorio es conservativo, se cumple:
Eum (Superficie) =Ey (Infinito)

La energia mecdnica en el infinito es nula porque el cuerpo se supone que llega con velocidad
cero (tedrico), energia cinética cero y la distancia es infinita, energia potencial cero.

14
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soertcie=0 - B(910E, (90 ¢ L+ -0

L2 ogMm . 2G— : ,OM _ 2g° Rp _ 2¢, R
2 Rp

=\2g,-Rp =\/2-3,71(S%j-3393><103m =50181%

Junio 2014. Pregunta 1B.- Un cohete de masa 2 kg se lanza verticalmente desde la superficie
terrestre de tal manera que alcanza una altura maxima, con respecto a la superficie terrestre, de 500 km.
Despreciando el rozamiento con el aire, calcule:
a) La velocidad del cuerpo en el momento del lanzamiento. Compérela con la velocidad de escape
desde la superficie terrestre.
b) La distancia a la que se encuentra el cohete, con respecto al centro de la Tierra, cuando su
velocidad se ha reducido en un 10 % con respecto a su velocidad de lanzamiento.

Datos: Radio Terrestre, Rt = 6,37><106 m ; Masa de la Tierra, My = 5,97><1024 kg;

Constante de Gravitacion Universal, G = 6,67><1O’11 N m’ kg2

Solucion.

a. Si se desprecian los efectos de rozamiento, se puede considerar que el campo gravitatorio dentro
de la atmosfera terrestre es conservativo, y por tanto, AE , =0

E, (h =500 Km)=E_ (Superficie)

Si el cohete llega hasta la altura de 500 Km y se detiene (no orbita), en esa posicién su energia
mecénica solo tendrd componente potencial, por otra parte, en la superficie terrestre, la energia mecédnica
del cohete en el momento de lanzamiento serd la suma de su energfa cinéta y su energia potencial.

-G Mm =—GMm+lmV§
Ry +h Ry 2
-G M =—G£+1V§ lviz(}%_(} M = 2GM 11
Ry+h  R; 2 2 R; R;p+h R; R;+h

= JaoM| -1 |- [2.667x107".597.10% | —! = 61 -
Ry Rp+h 637x10°  6,37x10° +500%10

v, =30165ms™

Velocidad de escape: Teniendo en cuenta que el cohete se escapa del campo gravitatorio cuando
alcanza una distancia “infinita” y lo hace con una velocidad nula (tedrica), y por otro lado, que el campo
gravitatorio es conservativo, se debe cumplir que Em(Superficicie)= Em("Infinito").

M 1 M 1
—G—m+E ——G—+2m 02 = G—m+2m 220 v =M

€
T o T Rt

Comparando la velocidad inicial necesaria para llevar el cohete a una altura de 500 Km con la
velocidad de escape:

=0,27

Ve M 26M 1
Rt Ry

- Ry+h  \6370+500

1 1 h
2GM| — ——— 2GM
v_o\/ [RT RT+hj_ RT(RT+h)_\/ h _\/ 500

Para que un cohete llegue a una altura de 500 Km desde la superficie terrestre se necesita una
velocidad aproximadamente igual al 27 % de la velocidad de escape del campo gravitatorio terrestre.

b. Manteniendo el mismo criterio de campo conservativo:
E,(r=R1)=E,(r=R)

15
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Simplificando la masa del cohete y teniendo en cuenta que v=v —%V =09v,

gM, 1, —G Loy, P oM 1 —G Lo,y
Ry 2 2 Ry 2 2
GM=G—+—0,81v§—lv§ %=ﬂ—0095v R=— M
R R; 2 2 R R; GM 095y 2
T
-1 24
6,67x107"" -5,97x10 —6.46x10°m

 6,67x1071.597x10%
6,37x10°

—0,095-3016,5>

Junio 2014. Pregunta 1A.- El planeta A tiene tres veces mds masa que el planeta B y cuatro veces
su radio.
Obtenga:

a) Larelacion entre las velocidades de escape desde las superficies de ambos planetas.

b) Larelacién entre las aceleraciones gravitatorias en las superficies de ambos planetas.
Solucién.
a. La velocidad de escape de un campo gravitatorio se calcula teniendo en cuenta que es
conservativo y por tanto la energia mecdnica se conserva.

AE_ =0 = E_(Superficie)=E (Infinito)

Suponiendo que al infinito se llega con velocidad nula (tedérico), en el infinito la energia
mecdnica del objeto serd nula.

E. (Superficie)=0 E. (sup erficie)+ E, (Superficie) =0 %mv - G% =0
2GM
R

Aplicando la expresion para los planetas A y B:

M M

v (A)=_[2G=—A v.(B)=_[2G—&

R, Ry

Comparando:
2G
v.(A) M, Ry _[My=3Mg]| _ [3M; Ry _\/E V3
Ve (B) \/ Mg - RA R, =4Rjp Mg -4Ry 4
V3
A)=—v.B
(3= B)
b. La intensidad de campo gravitatorio se obtiene igualando el peso con la fuerza de atraccién
gravitatoria. En médulo:
Mm
P=F; mg = GF g= G R?
Aplicando la expresion para los planetas A y B:
M,
A= g = G_
R? R3

Comparando:

ga R/Z\ :MA'R]23 :{MA:3MB}: 3MB'R2B 3

R, =4R; MB.(4RB)2 16

16
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3

ga :EgB

Modelo 2014. Pregunta 1B.- Los satélites Meteosat son satélites geoestacionarios, situados sobre el
ecuador terrestre y con un periodo orbital de 1 dia.

a) Suponiendo que la 6rbita que describen es circular y poseen una masa de 500 kg, determine el
médulo del momento angular de los satélites respecto del centro de la Tierra y la altura a la que
se encuentran estos satélites respecto de la superficie terrestre.

b) Determine la energia mecédnica de los satélites.

Datos: Radio Terrestre = 6,37x10° m ; Masa de la Tierra= 5,97x10** kg;
Constante de Gravitacion Universal G = 6,67><10’11 N m? kg’2

Solucion.

a. El momento angular de un satélite que orbita en torno a un planeta es

L=7xmv

Donde T representa el radiovector que une al satélite con el centro del planetay V la velocidad

lineal del satélite en la 6rbita. El médulo del momento angular es:

‘I:‘ =L=|f|-|mV|-sena=r-m-v-sena
Teniendo en cuenta que la velocidad es tangente a la trayectoria, y que el satélite describe una o
=90 ysena=1.
2n 2n
L:r-m-v:{v:co-r}:r2 mo={o="tt=r’ m =
T T
_2m- m-r?
T

L

Para determinar el radio de la 6rbita se tiene en cuenta que el satélite describe un movimiento
circular uniforma, y por tanto, todas las fuerzas que actdan sobre el deberan ser igual a la fuerza
centripeta.

2
F; =F, G 2m=mVT GTzvz GT—(w-r)Z
r
3 G-M 3 G-M 3 GM
= ] =
0] (ZnT)2 4

Si el satélite es geoestacionario, el periodo es un dia.

-11 24
r=y oM p2 =i/6’67><10 DIV (24-3600) = 42.25%10°m
4n 4n

Conocido el radio de la 6rbita se calcula el médulo del momento angular.

2nmer? 21:~500-(42,25><106)2
T 24-3600

L

=649x102kgm? 57!

La altura del satélite respecto de la superficie de la tierra serd la distancia del satélite al centro de
la tierra menos el radio de la tierra.

h=r—Rp =4225x10% —6,37x10° =35.88x10%m

Mm 1 o Mm 1 M__lGMm

b. Ey=E,+E.=-G——+—mv* =-G——+—m-G—
M P ¢ r 2 r 2 r 2 r
24
By =G __ L6 67071 -wz—l%xlo%
2 2 42,25%10
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Modelo 2014. Pregunta 1A.- La masa del Sol es 333183 veces mayor que la de la Tierra y la distancia
que separa sus centros es de 1,5x10® Km. Determine si existe algin punto a lo largo de la linea que los
une en el que se anule:
a) El potencial gravitatorio. En caso afirmativo, calcule su distancia a la Tierra.
b) El campo gravitatorio. En caso afirmativo, calcule su distancia a la Tierra.
Solucion.
a. El potencial gravitatorio en un punto debido a — 1 510t m
una masa M vine determinado por la expresion: :

V(r)=—G-% """""""""""" e .

Se busca un punto en la linea que une los — 1 5d0t-d p—d—
centros del Sol y la Tierra donde el potencial debido al Sol y la tierra sea nulo. Si el punto buscado se
encuentra a una distancia d de la Tierra y 1,5><1011 —d del Sol, se debera cumplir:

M
V=Vg+Vp=0 V=—G-—151+(—G-&j=o
15x10'1—d

. 33318?1\/&; _G.MT _0 _G. 33318?1\% :G.MT
1,5x10 ' =d d 1,5x10 ' =d d

333183 1
15x10tt =g d

d=-450204<0

No hay ningtn punto en la linea que une los centros del Sol y de la Tierra donde el potencial se

anule
b. Segun la Ley de Gravitacién Universal, el campo determinado por una masa en un punto viene
expresado por la siguiente funcién:

~ M .

E)=-6-2 4,

r
Se busca un punto en la linea que une los PR [

centros del Sol y la Tierra donde el campo E E
gravitatorio debido al Sol y la tierra sea nulo. Si el . EN— T .

punto buscado se encuentra a una distancia d de la

Tierray 1,5x10"" — d del Sol, se deberd cumplir: ' 1 5x0t-d o

- M B, M7 -
Br)=0=-G—MS (g,)+|-cMIg,
11 d?
1,5x10' —d
M . Mr. 333183Mp M
S u. =G zTur T_— 2T
(1,5><10“—d)2 d (1,5><10“—d)2 d

1 11 _
175X102 d =333183 % =1+/333183

d

11
*d= ﬂ =2,594x% 108 m del centro de la Tierra

144333183

Distancia al centro del sol = 1,5x10" — 2,594x10* = 1,197x10"' m

G

*El signo negativo de la raiz no se tiene en cuenta ya que daria una distancia negativa
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Septiembre 2013. Pregunta 1B.- Dos planetas, A y B, tienen la misma densidad. El planeta A tiene
un radio de 3500 km y el planeta B un radio de 3000 km. Calcule:

a) Larelacién que existe entre las aceleraciones de la gravedad en la superficie de cada planeta.

b) Larelacién entre las velocidades de escape en cada planeta.
Solucion.
a. La expresion de la aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta se obtiene del hecho
de que en la superficie de un planeta, el peso de un cuerpo es la fuerza gravitacional con la que atrae el

planeta al cuerpo.
M

P= FG g= G—
R2
Si se aplica esta expresion a cada uno de los planetas y se compara:
M
AT R§ © R§ M, -RE
MA BA A simplificando y ordenando BA A—?
e =GMB | g5 GMs g8 Mg R}
B 2 2
B Rp

Para encontrar una la relacién entre las masas de ambos planeta, se parte de la igualdad de las
densidades.

da = Mo MA3 3
d, =dg VA 4/37R3 _Mjy Mg Mjy_Rj
Mg __ Mg | 43:R% 4/3:R3 Mg R}

Vg 4/37TR]33

Teniendo en cuenta ambas relaciones:

2
8a _Mup-Rp
2 3 2
. N 7
¢8 Mg R3A :g—A=R—‘§‘-R—]23 simplificando g _Rp 35007 gA =—¢gp
MA _R_A gR RB RA gB RB 3000 6 6
Mg R}
b. Se denomina velocidad de escape de un planeta a la minima velocidad de lanzamiento de un

cohete para que pueda escapar de la atraccion gravitatoria del planeta. Teniendo en cuenta que el cohete
se mueve sometido a una fuerza conservativa, la energia mecédnica se conserva, y suponiendo que el
cuerpo llega al infinito con velocidad nula, se ha de cumplir:

Em (Superficie) =Em (Infinito) =0

E. (Superficie) + E , (Superficie) = 0 %mvz + (— G%) =0 v= Jm%

Si aplicamos la expresién de la velocidad de escape a los dos planetas y se compara:

M

2G—1;/[A 264 A 2G M =
A A A'™B

26 Ms | 2G MB'RA
Rp

Teniendo en cuenta la relacién entre las masas de los planetas obtenida en el apartado a:

Mp _RA va _ MA.h_Jﬁ.R_B_\/ﬁ_RAJ 7

=—S=— VA=_Vp
Mg R vB VMg Rn \|R) Ra |RE R 6 6
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Septiembre 2013. Pregunta 1A.- Dos satélites describen 6rbitas circulares alrededor de un planeta
cuyo radio es de 3000 km. El primero de ellos orbita a 1000 km de la superficie del planeta y su periodo
orbital es de 2 h. La 6rbita del segundo tiene un radio 500 km mayor que la del primero. Calcule:

a) El médulo de la aceleracién de la gravedad en la superficie del planeta.

b) El periodo orbital del segundo satélite.

Solucion.
Ro = 3000 K R, =4000Km T, =2h
A P TR, =4500Km T, =?
En la superficie del planeta, se cumple: P=F; mg=G M -2m g= Gﬂ2
Rp Rp

El Producto G-M, se puede obtener teniendo en cuenta que en los satélites que estdn orbitando en
torno al planeta se cumple que Fg =F, . Si aplicamos al primero de ellos, del que conocemos radio y

periodo:
2
GM_2m:mv v =G v=0p-Rg wz-RszlzG
Rsl Rsl 1{51 R81
2 4 2R3
2 T
T T ! Ry, T

Sustituyendo en la expresion de g:

4n? .R3 2 6
g=G M. . (4X10 )3 =5,427/2
s

R RE-TX (3x10f - (2-3600)

: 4n°R? y R G-
b. Partiendo de: G-M = ——5 e llega rdpidamente a —5 =—— =cte,quees la tercera Ley
T T 4n

de Kepler, aplicando a los dos satélites:

R3 R3 R3 3
—4-—2  T,=-T |2 =2-1/45003 =239h=2h23'
T? T3 R 4000

Junio 2013. Pregunta 3A. Calcule:

a) La densidad media del planeta Mercurio, sabiendo que posee un radio de 2440 km y una
intensidad de campo gravitatorio en su superficie de 3,7 N kg .

b) La energia necesaria para enviar una nave espacial de 5000 kg de masa desde la superficie del
planeta a una 6rbita en la que el valor de la intensidad de campo gravitatorio sea la cuarta parte
de su valor en la superficie.

Dato: Constante de Gravitacién Universal, G = 6,77x107"" M n kg™

Solucién.

M . . L
= Donde M es la masa del Mercurio y R su radio, supuesto esférico.

ZaR3
3
La intensidad de campo gravitatorio, se puede deducir teniendo en cuenta que el peso de un
cuerpo es la superficie del planeta es la fuerza con la que atrae el planeta al cuerpo, que en médulo es:
P=F; mg:G—Mm g=G£
R? R?

Mediante operaciones equivalentes, se transforma el segundo miembro en la densidad.
M

Gi
g R?2 3g M 3g 3.3,7
) B =4 d= - 3 =y
G,ﬁnR GjnR 47RG ﬁnRs 4nRG  47-2440%10° - 6,67%10
3 3 3
d=5427kgm™
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b. Teniendo en cuenta que el campo gravitatorio es conservativo, la energia necesaria para poner
una nave espacial en 6rbita serd la diferencia de energia mecédnica de la nave en la 6rbita y en la superficie
de Mercurio.

. M 1
Eyv (6rbita) = Ep+E;. = G2 +—mv12
Ry 2
Donde R, representa el radio de la 6rbita y v, la velocidad de la nave el la 6rbita. Para calcular
R, se tiene en cuenta el dato de que la intensidad de campo gravitatorio en la 6rbita(g;) el la cuarta parte
que en la superficie(g).

M
a=G3 M 1M
P Ril.gM_LgM
2

Simplificando: R; = 2R

La velocidad de la nave en la 6rbita se obtiene teniendo en cuenta que la nave describe un
movimiento circular uniforme, y por tanto la suma de todas las fuerzas que actiian sobre ella debe ser
igual a la fuerza centripeta que la hace girar.

2
F; =F, GM—Iznsz—l vi-gM
Rl 1{l Rl
Sustituyendo en la expresién de la energia:
Eyy (6tbita)=Ep +E, =G MM Lg M __LgMm
R, 2 R, 2 Ry
La energia mecénica en la superficie es:

Em (superficie) = Ep = —G@

La energia necesaria para poner la nave en 6rbita es:

AE:—lG@—(—G@jz{RI=2R}=—1G@+G@=—1GMm+GMm=3GMm
27 R, R 2R R 4 R R 4 R

La masa de Mercurio se puede expresar en funcién de la intensidad de campo gravitatorio en su
superficie.

e=G2 GM = gR>
R

AE=3G@=3ng2=3ng=3-3,7-2440x103-5000:3,3855><101°J
47 R 45 R 4 4
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Junio 2013. Pregunta 5B.- Urano es un planeta que describe una 6rbita eliptica alrededor del Sol.
Razone la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) El mddulo del momento angular, respecto a la posicién del Sol, en el afelio es mayor que en el
perihelio y lo mismo ocurre con el médulo del momento lineal.
b) La energia mecdnica es menor en el afelio que en el perihelio y lo mismo ocurre con la energia

potencial.
Solucion.
a. De las dos afirmaciones que se proponen, la primera es falsa, el médulo del momento angular del

de Urano respecto del sol permanece constante debido a que esta sometido a fuerzas centrales.
L=m-v-r=cte

La segunda afirmacién también es falsa, teniendo en cuenta la constancia del momento angular

L:cte:m-vp-rp

VpIp =Vy Iy

=m-v, I,

Teniendo en cuenta que el radio del perihelio es menor que el del afelio, la velocidad en el
perihelio es mayor que en el afelio, por lo tanto el momento lineal de Urano en el perihelio serd mayor
que en el afelio

pp =m-vp

Cmev }ZVP>Va:>pp>pa
Pa = a

b. La primera afirmacién es falsa, debido a que Urano en su 6rbita alrededor del Sol solo estd
sometido a fuerzas centrales, por lo tanto su energia mecdnica es constante.

La segunda afirmacién también es falsa, debido al cardcter negativo de la energia potencial.

Ip < Ta
E,(P)= _gMm _ E,(A)= _gMm
Ip TA

Modelo 2013. Pregunta 1A.- Un cierto planeta esférico tiene una masa M = 1,25x10> kg y un radio
R= 1,5><106 m. Desde su superficie se lanza verticalmente hacia arriba un objeto, el cual alcanza una
altura maxima h = R/2. Despreciando rozamientos, determine:

a) La velocidad con que fue lanzado el objeto.

b) La aceleracion de la gravedad en el punto m4s alto alcanzado por el objeto.
Datos: Constante de la Gravitacién Universal, G = 6,67x107"! N m2 kg’2
Solucion.
a. El campo gravitatorio, si se desprecian los rozamientos, se puede considerar conservativo, lo
cual permite resolver el apartado considerando que la energia mecénica del objeto se conserva.
“Energia mecdnica en la superficie = Energia mecdnica a una altura de R/2 de la superficie”

E, (Superficie) + E. (Superficie) = E (h = R/2)

M'm+lm-v2=—GM.m
2 R+h

Simplificando las masas se despeja v.
Ml g M 1o gM g M _gyfLl-_t
R 2 R R+h

2 R+h R R+h
h=R/2
ve oM Lot} 2T e[ Lo |2 oM Lo
R R+h R R+R/2 R 3R/2
Lo [2GM( 2 _\/2G-M_1_\/2G-M
R 3 R 3 3R

] ~11 23
v [|2:6.67x10 1,§5><10 =1925ry
3-1,5%10 §
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b. El peso de un objeto es la fuera con la que el planeta atrae al objeto.
P=F; mg=G&2 g=G M 2=G M 5
(R +h) (R+R/2) (3R/2)
23
=G——=667x10"" 125-10 —1657/
(3R/2) (3 15x100 2]

Modelo 2013. Pregunta 1B.- Una nave espacial de 800 kg de masa describe una 6rbita circular de
6000 km de radio alrededor de un planeta. Sabiendo que la energia mecénica de la nave es Ey; =
73,27><108 J, determine:

a) La masa del planeta.

b) La velocidad angular de la nave en su 6rbita.
Datos: Constante de la Gravitacién Universal, G = 6,67x107"! N m? kg’2
Solucion.
a. La energfa mecdnica de un satélite que describe una 6rbita circular en torno a un planeta es la
suma de su energia cinética y de su energia potencial.

Ey =E +E, :%mv2+[—G%]:%mv2—G%

Teniendo en cuenta que si el satélite describe una érbita con movimiento circular uniforma la
suma de todas las fuerzas que actiian sobre €l debe igual a la fuerza centripeta:
2
Mm \ M
F; =F, G—=m— v2=G=
R2 R R

Sustituyendo la expresién de v* en la energia mecanica:
By =img M _gMm__1,5Mm
2 R R 2 R
De la expresion de la energia mecénica se puede despejar la masa del planeta.
~2Ey R —2[-327x10%)- 6000103

_ 22
C =S =7,35x10%2kg
m 6,67x107'1.800

M=

b. El apartado se puede resolver de dos formas diferentes, partiendo de la energia mecdnica del
satélite o mediante la masa del planeta calculada en el apartado a.

Partiendo de la energia mecanica:

Ey =B, +Ep :%mvz +(—G%}

M .
Teniendo en cuenta que Ep; = _EG Rm - GTm =2E, , sustituyendo:

Em :%mv2 +2Eq = %mv2 =-Em

Teniendo en cuenta: v=w-R
—2EM -2 —3 27- 108
800- 6>< 106

—m(o-R)’ =-Ey =1,5x107* ra%

Conocida la masa del planeta y el radio de la érbita, se puede calcular la velocidad angular,
pariendo de la expresion de la velocidad en la érbita.

2_gM M
v _GR :((D-R)2=GM 0)2:Gﬂ3 G—3
v=mn-R R R R
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22
m=\/6,67x10_“w =1,5x107% ray
S

(6><1o6)3

Septiembre 2012. Pregunta 2A.- Un satélite artificial de 400 kg describe una orbita circular de radio
5/2 Ry alrededor de la Tierra. Determine:
a) El trabajo que hay que realizar para llevar al satélite desde la orbita circular de radio 5/2 Ry a
otra 6rbita circular de radio SRt y mantenerlo en dicha orbita.
b) El periodo de rotacién del satélite en la orbita de radio SRr.
Datos: Constante de la Gravitacién Universal, G = 6,67><10’11 N m’ kg’z;
Masa de la Tierra, Mt = 5,98x10** kg; Radio de la Tierra, Ry = 6,37x10° m

Solucién.
a. Por estar el satélite inmerso en un camp conservativo, la energia mecénica se debe conservar.
E,=W+I\E.+E =\E.+E
m ( ¢ p )érbital ( ¢ P/6rbita 2

El trabajo necesario se puede despejar de la segunda igualdad

W= (Ec +Ep )érbita 2 (EC +E, )érbital

1 M
EC +Ep =EmV2 —GTm

La velocidad del satélite en la érbita se puede calcular teniendo en cuenta que el satélite orbita en
torno a la Tierra con movimiento circular uniforme, por tanto, la suma de todas las fuerzas que actian
sobre el satélite deben ser igual a la fuerza centripeta que le hace girar. En médulo:

2
Mm \ M
F=F, G—=m— Vv’=G—
R2 R R

Sustituyendo en la expresion anterior se obtiene la suma de las energfas cinética y potencial
1 M 1 M M 1 M M 1 M
E +Ey=-m?-G-—"=-m-G—-G—"=-G-—" -G =-—G-
2 R 2 R R 2 R R 2 R

Sustituyendo en la expresion del trabajo:

1 ., Mm 1 _, Mm 1 1 1
W= (EC * Ep )6rbita2 - (EC + Ep )(’)rbital - _EGR_z_(_EGR_lj B _GMm(___] )

=lGMm 1 _L =lGMm L_L =lGMm 1 -G Mm

2 52Rt 5Rp) 2 5Rt SRy ) 2 5Ry 10R
24

—6.67x10"  x 5,98%10 420
ORT 10-6,37x10

Mm

W=G1 =2.5%10°J

b. El periodo del satélite en la nueva 6rbita se puede calcular partiendo de la expresion de la
velocidad deducida en el apartado anterior.

2_gM
v _GR :(m-R)zzGM; (J32=GM3
v=m-R R R

0’ =G

M
— 2 253 253

3
Go2m [l R3 GM " om

T

Para R = 5Rp

2 3 2p3 2 6
T:\/4n (SR 1) :\/5001: Ry _ | 500m (?,137><10 )324 — 565505 = 15h 42'30"
GM GM 6,67x10711-598x10
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Septiembre 2012. Pregunta 2B.- La aceleracion de la gravedad en la Luna es 0,166 veces la
aceleracion de la gravedad en la Tierra y el radio de la Luna es 0,273 veces el radio de la Tierra.
Despreciando la influencia de la Tierra y utilizando exclusivamente los datos aportados, determine:

a) La velocidad de escape de un cohete que abandona la Luna desde su superficie.

b) Elradio de la orbita circular que describe un satélite en torno a la Luna si su velocidad es de

L5kms™.
Datos: Constante de la Gravitacion Universal, G = 6,67><10’11 N m’ kg’z;
Masa de la Tierra, Mt = 5,98><1024 kg; Radio de la Tierra, Ry = 6,37><106 m
Solucion.
a. Para que un cohete escape de la luna, y teniendo en cuenta que el campo gravitatorio es
conservativo, la energia mecédnica en la superficie de la Luna debe ser igual a la energia mecénica en el
infinito, que es nula.
E, (Luna)=E () =0
E, (Superficie lunar) +E, (Superficie lunar) = 0

Lov2af-gMmi_g o Lp2ogMm oy o heM
2 Ry 2 Ry Ry

Para calcular la Masa lunar, se utiliza la relacion entre la gravedad en la Luna y en la Tierra.

Mim M 2
P=F; ; mg =G—5— ; g =G—> ; GM =g R}
R{ R{

Sustituyendo en la expresion de la velocidad de escape:

M g R?
Ve = [2G—L = [28LTL _ [oo R,
Ry Ry

= 0166
Ve =428 'Ry ={§L —0'273?2T }:«/2'0'166gr -0273R =J9’06X10_2gT ‘Rp
L~ T

Ve :\/9,06x10_2gT Ry =9,06x1072-9.8-6,37x10° z2379r%

b. Para que un satélite describa una 6érbita con movimiento circular uniforme, la suma de todas las
fuerzas que actdan sobre él debe ser igual a su fuerza centripeta.

Si la orbita tiene un radio R:

2 2
Fo=F : gm_, v . v2.gM . pogMi_gRi

R2 R ' v2 v2
R2 = 0166 0166g7 - (0273R1)*  1,24-10"2g; -R}
R=EL'RL _J8L e | _ g1 ) _L gL KL
V2 R, =0271Ry v2 v?
. _2 . 2 . _2. . 6
R o k24:10 g, R 124107298 (637x10°F ~219x10%m

v? (1,5><103)2

Junio 2012. Pregunta 1A.- Un satélite de masa m gira alrededor de la Tierra describiendo una 6rbita

circular a una altura de 2-10* km sobre su superficie.
a) Calcule la velocidad orbital del satélite alrededor de la Tierra.
b) Suponga que la velocidad. del satélite se anula repentina e instantdneamente y éste empieza a
caer sobre la Tierra, calcule la velocidad con la que llegaria el satélite a la superficie de la
misma. Considere despreciable el rozamiento del aire.

Datos: Constante de la Gravitacién Universal, G = 6,67 x107"! Nmzkg 2 Masa de la Tierra,
M, =5,98x10* kg , Radio de la Tierra, R =6,37x10°m

Solucién.
a. Para que un satélite gire en torno a un planeta en una 6rbita circular, la suma de todas las fuerzas
que actuien sobre el tiene que ser igual a la fuerza centripeta.
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MTm _ V2

Fg =F, Enmédulo Fg =G—L—=m—=F,
R R

Simplificando la igualdad y sustituyendo por los datos del enunciado se obtiene la velocidad
orbital.

24
T T (X e S p— ot L =3889m/
Rr+h Rr+h 6,37x10° +20x10 ¥
b. Suponiendo que no hay pérdida de energia por rozamiento, la energfa mecdanica se conserva.

AE, =0 E_, ((’)rbita)— En (superficie) =0 Em(érbita) =E, (superficie)

E, (6rbita) +E, ((’)rbita) =E, (superficie) +E, (superficie)

0
-G Mym =-G MTm—i-lsz lszGﬁ—Gk VZZZGMT =
Rt +h Ry 2 2 Rt Rt +h Rt Rp+h

Despejando y sustituyendo por los datos se obtiene la velocidad en la superficie

1 1 _ 1 1
v= 2GMT(—— ]: 2-6,67x10711.598x10%* =9746r9/
Rt +h §

Ry 6,37x10°  6,37x10° +20x10°

Junio 2012. Pregunta 1B.- Una nave espacial de 3000 kg de masa describe, en ausencia de
rozamiento, una Orbita circular en tomo a la Tierra a una distancia de 2,5><1O4 km de su superficie.
Calcule:

a) El periodo de revolucién de la nave espacial alrededor de la Tierra.

b) Las energias cinética y potencial de la nave en dicha 6rbita.
Datos: Constante de la Gravitacién Universal, G = 6.67x107" N m? kg_z. Masa de la Tierra,
My = 5.98x10** kg , Radio de la Tierra. Ry = 6.37 x10° m

Solucién.
a. Para que una nave espacial gire en torno a un planeta en una 6rbita circular, la suma de todas las

fuerzas que actien sobre el tiene que ser igual a la fuerza centripeta.
MTm

F; =G 2
.. 2 M
Fs =E. En médulo R 6—1P= m% V=G -
E —m R Orb

> M
(@Romp)* =G—L 0’ =G 3
Rom ROn

2 3
3
Ron (_an g Mr T =27 | RO

3
T Ror GMr

Rogp =Ry +h =6,37x10° +25x10° =31,37x10°m

6
T=2n (31’3171X10 )3 o =552765<>15h21'16”
6.67x107'1.5.98x10

24
Mrm _ 6 67x10-11 228x107+3000

: =-381x10'J
Rom 31,37x10

b. Energia potencial E, =-G
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Energia cinética E, :lmvz = (vz =G M leG Mpm = —lEp = —l(— 3,81)(1010): 1,91><1010J
2 Romw 2 Rop 2 2

Modelo 2012. Pregunta 1A.- Se ha descubierto un planeta esférico de 4100 km de radio y con una
aceleracion de la gravedad en su superficie de 7,2 m s >,
a) Calcule la masa del planeta.
b) Calcule la energia minima necesaria que hay que comunicar a un objeto de 3 kg de masa para
lanzarlo desde la superficie del planeta y situarlo a 1000 km de altura de la superficie, en una
Orbita circular en torno al mismo.
Dato: Constante de Gravitacién G = 6,67x10"' N m® kg *.

Solucion.
a. La masa de un planeta se puede calcular conocida su gravedad y su radio teniendo en cuenta que
en su superficie, el peso de un cuerpo es la fuerza con la que el planeta lo atrae.
P = FG
M- M ‘R?
mng—zm ; g:G—2 ; M= £
R G
-2 6
7,2 -4,1x1
M=2 msS (’ 110 )2=1,81X1024kg
6,67x10"
b. La energia necesaria para lanzar un satélite desde la superficie de un planeta y situarlo en 6rbita,

es la diferencia entre la energia mecdnica que tiene en la 6rbita y la que tiene en la superficie del planeta.
AE = E(Orbita)— E(Superficie)

La energia mecdnica de un satélite en drbita es la suma de su energia cinética y su energia
potencial.

Em(érbita)= E . +E, =%mv2 +(—G%)

Donde R es el radio de la 6rbita

Para calcular la velocidad del satélite en la 6rbita, se iguala la fuerza centripeta con la
gravitatoria

R

2
G-Mmzm-v— = v2=GM
R2 R R

Sustituyendo en la expresion de la energia:
2 1 M M- 1 M- M- 1 M.
Em(Orbita):Em-GE_{_ mj m m m

En la superficie del planeta, la energia mecénica es inicamente potencial.

M-m

E, (Superficie) =E, =-G

p RP

Donde Rp es el radio del planeta.

Sustituyendo en la primera expresion se obtiene la energia necesaria para lanzar un satélite desde
la superficie del planeta.

AE = E(Orbita) E(Superficie) = —~G -1 [ MM ) _Govp. | L
2 R Rp 2R Rp

1
2.51x10%  4,1x10°

AE=—6,67><10_”-1,81x1024-3-( J=5,28x107J
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Modelo 2012. Pregunta 1B.- Un satélite artificial estd situado en una 6rbita circular en torno a la
Tierra a una altura de su superficie de 2500 km. Si el satélite tiene una masa de 1100 kg:
a) Calcule la energfa cinética del satélite y su energia mecénica total.
b) Calcule el médulo del momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra.
Datos: Constante de Gravitacién G = 6,67x10™"" N m* kg *; Radio de la Tierra = 6370 km.;
Masa de la Tierra = 5,98)(1024 kg.
Solucion.
a. Por definicién:

1
E.=— my?
2
Para calcular la velocidad del satélite en su Orbita, se tiene en cuente que para que el satélite
orbite entorno a la Tierra, la suma de todas las fuerzas que dctuan sobre €l deben ser igual a la fuerza

centripeta a la que se ve sometido el satélite.

FG :FC
2
M M
G ;mzm M cvi=g—L
RO Rom Ror

La energia cinética del satélite en la 6rbita queda:

24
Bo= Lo M _LgMam _ 1 oo 598x10%-2500

T = 2,47x10'0 J
2 Row 2 Rop 2 (6370+2500)x10

La energia mecénica del satélite es la suma de la energia cinética y la energia potencial.

Ep=E.+E,=— LgMm ( G MTm) — LM _ L 47%10105
Rom Rom 2 Row

b. Por definicion:

L=rxmv
En médulo:
L=r-mvsena

Siendo o el dngulo que forma el radio y la velocidad, que sor ser una drbita circular es de 90°,
teniendo en cuenta que la velocidad es tangencial a la trayectoria.
L=r-mvsen90°=r-mv

Teniendo en cuenta que v2 = Gﬁ
ROrb
v=|G2T :\/6,67 101 22X _ 6058m,/
Rom 887010

Sustituyendo en la expresién del médulo:
L=r -mv=28870x10° m-1100kg -6705,8 r% =6,54x103 kg m? 7!

Septiembre 2011. Cuestion 1A.-
a) Exprese la aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta en funcién de la masa del
planeta, de su radio y de la constante de gravitacion universal G.
b) Si la aceleracién de la gravedad sobre la superficie terrestre vale 9,8 m- s_z, calcule la aceleracion
de la gravedad a una altura sobre la superficie terrestre igual al radio de la Tierra.
Solucién.

a. El peso de un cuerpo es la fuerza con la que la Tierra lo atrae. Trabajando en médulo
P=F, ; mg0=GMT2m 3 80 = —MzT
RT R

g, = aceleracidn de la gravedad en la superficie terrestre.
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b. La aceleracion de la gravedad a una altura igual al radio de la Tierra es:

g=GM—2T; R=2R; ; ¢=G My =GMT —lGMT 1g =%9,8=2,46ms_2
R

(2R;)? 4R34 RZ 4

Septiembre 2011. Problema 1B.- Una sonda espacial de masa m = 1000 kg se encuentra situada en
una 6rbita circular alrededor de la Tierra de radio r = 2,26xRr, siendo Ry el radio de la Tierra.
a) Calcule la velocidad de la sonda en esa Orbita.
b) ;Cudnto vale su energia potencial?
¢) (Cudnto vale su energia mecédnica?
d) (Qué energia hay que comunicar a la sonda para alejarla desde dicha 6rbita hasta el infinito?
Datos: Masa de la Tierra Mt = 5,98><1024 kg.
Radio de la Tierra Ry :6,37><106 m
Constante de Gravitacion Universal G = 6,67><10’11 N m? kg’z.
Solucion.
a. Para que una masa realice una 6rbita circular en torno a la tierra, se debe cumplir:
SFer
Trabajando en mddulo y teniendo en cuenta que la Gnica fuerza que actda sobre la sonda es la
fuera gravitacional:
Mm __v? oMo

G =m— ; V=
R? R R

24
— 6.67x10711.228%10 = 5264m)/
2,26-6,37x10

Fg=FC ;

24
b Ep:—GMm— —6,67x107!1. M —2.77x10'0F
R 2.26-6,37x10
1 Mm 1 MY M Mm 1
c. Ep=E +E,=-mv’ -G~ " =—m |G~ | -G="=-G—"=—_E,
2 R 2 R R 2R 2

E,, =%(— 2,77x10'0)= ~1385x10'°3

d. AE=E_, (inf ) - Em((')rbita) . Teniendo en cuenta que la energia mecdnica en el infinito es nula:

AE =0~ - 1,385x10'0)=1,385x10!03

Junio 2011. Cuestioén 1.- Un satélite que gira con la velocidad angular de la tierra (geoestacionario) de
masa m = 5x10° kg, describe una 6rbita circular de radio r = 3,6x10” m. Determine:
a) La velocidad areolar del satélite.
b) Suponiendo que el satélite describe una 6rbita en el plano ecuatorial de la tierra, determine el
mdbdulo, la direccién y el sentido del momento angular respecto de los polos de la Tierra.
Dato: Periodo de rotacion terrestre= 24 h

Solucién.

ACLARACIONES PREVIAS: En el enunciado del problema no coincide el dato del radio de la orbita

del satélite con su condicion de geoestacionario (R(Geoestacionario) = 4,23x10’ m). A un radio de

3,6x10” m le corresponde un periodo de 18 horas 53 minutos aproximadamente. Tampoco aparece entre

los datos del enunciado el radio de la tierra, imprescindible para calcular la distancia del satélite al Polo.
En nuestra opinién, el alumno debe usar el dato del radio terrestre que dan en el problema 1b, y

no cuestionar la viabilidad de los datos del enunciado, utilizandolos sin ningtn problema.

a. Velocidad areolar = 4rea barrida por el radiovector en la unidad de tiempo.
. _ds
Vo=—
ot
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Para una 6rbita circular, serd el drea barrida en un ciclo completo dividida por el periodo:

2 7)2
. . . 2
v A mn-R°ORB = (3,6 10 4»71'1010111%

a

T T 24-3600
b. Momento angular respecto de los Polos:
- _ r = distancia del satélite al Polo
L=rxm-v . .
v = velocidad lineal

Eje terestre

[

Teniendo en cuenta que T y V son perpendiculares, el médulo del momento angular es:
L=r-m-v
El valor de r se obtiene del tridngulo rectdngulo que forman el radio de la Tierra (Ry), el radio de
la orbita (Rp) y el radiovector (r).

r?=R;*+Ry" = r=\/(6,37-106)2 +(3.6-10"f =365-10"m

La velocidad del satélite se calcula a partir del periodo orbital y el radio de la érbita.

Vew-Rg =Ry =—2"_.36.107 = 2620m/s
T 243600

Sustituyendo en la expresion se obtiene el modulo del momento angular
L=3,65-107 -5000-2620=4,78-10'*kg-m? -5~

La direccién serd perpendicular al plano determinan T y V, siendo o el 4ngulo que formard la
direccién de L con el eje de la Tierra.

Ry 6,37-10°
tgo=——=o=arctg———
Ro 3,6-10

El sentido lo marca la regla del sacacorchos.

Junio 2011. Problema 1B.- Sabiendo que el periodo de revolucién lunar es de 27,32 dias y que el
radio de su Orbitaes Ry = 3,84><108 m, calcule:
a) La constante de gravitaciéon universal, G (obtener un valor a partir de los datos del problema).
b) La fuerza que la luna ejerce sobre la tierra y la de la tierra sobre la Luna.
¢) El trabajo necesario para llevar un objeto de 5000 kg desde la Tierra hasta la luna. (Despreciar
los radios de la tierra de la Tierra y de la Luna, en comparacién con su distancia)
d) Siun satélite se sitda entre la tierra y la Luna a una distancia de la tierra de R; /4, ;Cudl es la
relacion de fuerzas debidas a la Tierra y a la Luna?
Datos: Masa de la Tierra Mt = 5,98><1O24 kg; masa de la Luna M| = 7,35><1022 kg: Radio de la tierra
6,37><106 m; radio de la Luna 1,74><106 m.

Solucion.
a. Para que la Luna orbité alrededor de la Tierra, se debe cumplir:
Fg =Fc
2 2 2.3 2.3
. . M 4
GMszL:mLV : GMzT:(CO r) : G 2"[‘:0)21_; G:(,OI' : G= 72121'
r r r r T Mt T"Mr
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41:2(3,84-108)3

G= 2 24
(27,32-24-3600)" -5,98 x10

=6,71x10""' N m?kg 2

b. Las dos fuerzas son de igual médulo direccién y sentidos opuestos, son parejas de fuerza de
accién-reaccion.

24 22
FogMImL (o 0-115.98x10%735x10

_ 20
d’ B.8ax10°f s

c. Por tratarse de fuerzas conservativas:
W =-AEp =—(Ep(L)-Ep(T))
Para calcular la energia potencial en la superficie de la Luna y en la superficie de la tierra habra
que sumar los potenciales que genera cada masa en esos puntos.

EP(L)=_GML-m{_GMT-m]:_Gm[&ﬁ):
Ry dr_p Ry dpp

7,35x10%2 . 598x10%*
1,74x10%  384x10%

=-6,71x1071! -sooo-[ }: -1,93x10'%y

EP<T):_GMT-m+(_GML-m]:_Gm[&ﬂJ:
Rt dr_p Ry dp_p

=-315x10'y

24 0
=—6,71x107 11 .5000.[5798“0 L 7:35%10 J

6,37x10°  384x108

W =-AEp = —(— 1,93x10' - (— 3.15%10'1))= 2961017
El signo negativo indica que para llevar el objeto de la superficie terrestre a la superficie lunar
habra que realizar un trabajo de 2,96x10"" J.

d. Se pide comparar (dividir) la fuerza que ejerce la Tierra sobre el satélite con la que ejerce la
Luna.
G MTm
Fr_ df _Mry 3
d2
2

R
d; = distancia del satélite a la Tierra= TL

. . . 3R
d, = distancia del satélite a la Luna = = L

4
2
. 3R1/
B M ( 4) _p My, 598x10%
R, R, /Y ML  735x10%
e {*4)

La fuerza de atraccidn que ejerce la tierra sobre el satélite es 732 veces mayor que la que ejerce
la luna sobre él.

732
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Modelo 2011. Problema 1A. Un planeta orbita alrededor de una estrella de masa M. La masa del
planeta es 10** Kg y su 6rbita es circular de radio r = 10%Km y periodo 3 afios terrestres. Determinar:
Datos: Constante de Gravitacion Universal 6,67 x107™"' Nm*kg™
a) La masa de la estrella.
b) La energia mecdnica del planeta.
¢) El médulo del momento angular del planeta respecto al centro de la estrella.
d) La velocidad angular de un segundo planeta que describiese una drbita circular de radio igual a 2
r alrededor de la estrella.
Solucion.
a. Para que un planeta realice una 6rbita circular en torno a una estrella, se debe cumplir:
SE=F
Trabajando en mddulo y teniendo en cuenta que la Gnica fuerza que actda sobre la sonda es la
fuera gravitacional:

M m vZ o, M
Fg =FC ; Gw:l*nplaneta_ Y =GM
r r r
. 2mr
Teniendo en cuenta que v = Ea
2 2.3
21 _ g MEstella M _ A Torbita
T - P Estrella — T2G
472 (10! 28
MEgirelta = ( 2 )3 =T =6,61x10""kg
(3-365-24-3600)" - 6,67x10
1 Mm 1 M) M M
b. Ep=E +E,=-mv’ -G =—m |G~ | -G~ =-G——
2 r 2 r r 2r
28 24
E, =-6,67x107! -M =-22x10°]
2-10
c. L=TXp=rxmv L=r-mv-sena

Por tratarse de una 6rbita circular, T L v=a=90°, sen 90° =1

2nr 2mr’m 21t-(1011)2-1024
L=rmv=r-m—-= =
T T 3-365-24-3600

=6,64x10%kg m?s~!

d. Por definicién: ® = %

El periodo de la nueva 6rbita se puede calcular mediante la 3% ley de Kepler.

2 2 3 3
.50 T, =T rl={r2=2r1}=T2=T1~ @=Tl-x/§=3-\/§=8,49aﬁos
P i ry

0=22- 21 =235x107 8 rad/
T  849-365-24-3600 s

Modelo 2011. Cuestion 1B. Dos satélites de masas m, y my describen sendas 6rbitas circulares
alrededor de la Tierra, siendo sus radios orbitales R, y Rp respectivamente. Conteste razonadamente a las
siguientes preguntas:
a) Simy=mpy Ry > Rp, (cudl de los satélites tiene mayor energfa cinética?
b) Si los dos satélites estuvieran en la misma 6rbita (R4 = Rp ) y tuviesen distinta masa (my < mgp ),
(cudl de los dos tendria mayor energia cinética?

Solucion.

1
a. E.=—mv 2
2

Para calcular la velocidad de un satélite en una drbita se tiene en cuenta que F, = F.
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MR\ v-c2
R

Sustituyendo en la expresién de la energia cinética:
E. :lmvz :lm-GM: G@
2 2 R 2R

La energia cinética del satélite, es inversamente proporcional al radio de la 6rbita. A mayor
Orbita, menor energia cinética.
Ri>Rg = E.(A)<E.(B)

El satélite B tiene mayor energia cinética.

o 1 . .
b. La energia cinética (EC = Emv2 , es directamente proporcional a la masa, a mayor masa,

mayor energia cinética.
my<mg = E.(A)<E.(B)

El satélite B tiene mayor energia cinética.

Septiembre 2010 F.M. Problema 1A.- Un satélite artificial de 100 kg se mueve en una 6rbita circular
alrededor de la Tierra con una velocidad de 7,5 km/s. Calcule:

a) Elradio de la 6rbita.

b) La energia potencial del satélite.

¢) La energia mecdnica del satélite.

d) Laenergia que habria que suministrar a este satélite para que cambiara su 6rbita a otra con el

doble de radio.
Datos: Constante de Gravitacién Universal G =6,67 x/0"'' N m” kg™
Masa de la Tierra Mr=5,98x10 * kg; Radio de la Tierra Ry = 6370 km
Solucién.
a. Para que un satélite orbite en torno a un planeta, la suma de todas las fuerzas que actiian sobre el

satélite debe ser igual a la fuerza centripeta, teniendo en cuenta que la Gnica fuerza que actda sobre el
satélite es la fuerza gravitatoria del planeta, se ha de cumplir:

FG = FC
Trabajando en mddulo, se puede despejar el radio de la 6rbita en funcidén de la masa del planeta y
de la velocidad orbital del satélite.

2 24
MY R=G- M m667x107 220 7 00x109m = 7090 Km
R R v [r5x10°f
b. La expresion de la energia potencial de un cuerpo sometido a una fuerza central se calcula como
la integral de la fuerza respecto de la posicion.
o M M - x10% .1
Bp=[F-ai=[Far=[[6MMar= MM - 667x10711 22X 10 _ 5 65610%
r r 7,09x10
c. La energfa mecénica de un satélite en orbita en torno a un planeta, es la suma de las energias
potencial y cinética del satélite en la 6rbita.
M 1
Ep=E,+E, =-G—+—mv>
r
. 2 M
Teniendo en cuenta el apartado a: | v© = GE :
Bp=-Gomylp2ogMm, LM Mm 1gMm__1oMm_1g
r 2 r 2 r r 2 r 2 r 2

Em =%(—5,626x109 )= ~2,813x10%J
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d. La energia que habra de suministrar al satélite para cambiar de 6rbita es la diferencia de energia
mecdnica entre las dos orbitas.

AE, =E; -E, __1gMm [ 1 Mm) 1., f1_ 1T
2 Iy 2 I 2 Iy I;
Si 1; =R, entonces ry = 2R, quedando la expresion:
24
1 Mm( 1 1]_ LgMm _ L 0! 15,98x10°"-100
4 7,09%10°

=1,41x10°J

Septiembre 2010 F.M. Cuestion 1B.- Considerando que la 6rbita de la Luna alrededor de la Tierra es
una Orbita circular, deduzca:

a) Larelacion entre la energia potencial gravitatoria y la energia cinética de la Luna en su 6rbita.

b) Larelacién entre el periodo orbital y el radio de la 6rbita descrita por la Luna.
Solucién.

a. La energia potencial de un satélite en una 6rbita circular de radio R viene dada por la expresion:
Mm
E,=-G——
R

La energia cinética por definicidén es

E.= 1 my?
2
FG = FC M
Teniendo en cuenta el que el la 6rbita se cumple que G Mm vt (Vz =G Ej :
—=m—
R? R
E. :lmvz :lmGleG Mm
2 r 2 r
La relacion entre ambas es:
M
B, —G"
- R _ 5 E,=22E,
Ec 1gMm
2 R
b. Partiendo de la expresion de la velocidad del satélite en la érbita se obtiene la relacién pedida
(tercera ley de Kepler).
M M 2 M
vi=g—L :{V= coR}:(D2R2 =G—L: m=£ :_471: R?=Gg—L
R R T T2 R

Ordenando se obtiene la relacién entre el periodo y el radio.
T? 41’

R® GMq

Septiembre 2010 F.G. Cuestion 1A.- Un cometa se mueve en una 6rbita eliptica alrededor del Sol.
Explique en qué punto de su 6rbita, afelio (punto més alejado del Sol) o perihelio (punto més cercano al
Sol) tiene mayor valor:

a) La velocidad.

b) La energia mecdnica.
Solucion.
a. La cuestion se puede resolver por dos vias diferentes.

1* Por la ley de areas. El drea barrida por el radiovector que une el satélite (cometa) con el sol
en tiempos iguales, son iguales.
A=A,

34



www.clasesdeapoyo.com

El 4rea de un sector circular se puede expresar en funcién del radio y de la longitud del arco de

curva.
A:ls-r
2
Donde s representa la longitud del arco y r el radio.
1
_p BT _
A, =A, 1 TSIy =8, Ty LSy Ty =8, 0Ty
A, =—s, T

Teniendo en cuenta que s=v - t
Vp UIp =vy - tir,
En tiempos iguales los valores de t coinciden
Vp Ip =Vy Iy
Teniendo en cuenta que r, <1, , para que la igualdad se cumpla v, >v,

La velocidad del cometa alrededor del Sol aumenta a medida que se aproxima al Sol, alcanzando
su valor maximo en la posicién del perihelio.

2* Constancia del momento angular. Debido a que
planetas, satélites y cometas se mueven bajo la accién de fuerzas Lp

centrales, el momento angular (I: = fxf))del planeta, satélite o = ol -

cometa es constante en todos los puntos de su trayectoria. * y
L, =L, =cte 4 ~

En el perihelio y en el afelio el vector de posicién es perpendicular
al vector velocidad, cumpliéndose en médulo:

r, mv, sen90°=r, mv, sen 90°

p
I Vp =1V,

<r, © vy,>v,

Tp P
Como la 6rbita no es perpendicular en todo momento al vector de posicién a lo largo del cual
actia la fuerza central, se concluye que estd fuerza tiene una componente en la direccién de la trayectoria
que hace variar el médulo de la velocidad.

b. El campo gravitatorio es conservativo y por tanto el trabajo no conservativo es nulo. Teniendo en

cuentaque el AE_ | =W, . cervaivo = 0, 1a energia mecanica se conserva por lo que es igual en el afelio

que en el perihelio.

Septiembre 2010 F.G. Cuestion 1B.- Un asteroide estd situado en una 6rbita circular alrededor de
una estrella y tiene una energia total de —10'"° J. Determine:

a) Larelacion que existe entre las energias potencial y cinética del asteroide.

b) Los valores de ambas energias potencial y cinética.
Solucién.
a. Las energias potencial y cinética de un satélite (asteroide) en su orbita son:

M-m
r

- E, Z%mvz ={v2 :GM}:

- E,=-G

M-m

La relacion entre ellas es:

b. Con la relacién entre las emergias cinética y potencial y el valor de la energia mecdnica total se
plantea un sistema que permite calcular los valores de la energia cinética y de la energia potencial.
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E

=-2 Resolviendo E. = 1010 J
E,=-2-10'""]

P
EC
10
E,+E,=-10'"J

Junio 2010 F.M. Cuestion 1A.-
a) Deduzca la expresion de la energfa cinética de un satélite en Orbita circular alrededor de un
planeta en funcién del radio de la 6rbita y de las masas del satélite y del planeta.
b) Demuestre que la energia mecénica del satélite es la mitad de su energia potencial.
Solucién.
a. La energia cinética se expresa como:
_1 mv?

E. 5
La velocidad del satélite en su 6rbita se puede expresar en funcion de la masa del planeta y del
radio de la 6rbita, teniendo en cuenta que la fuerza de atraccién gravitacional es igual a la fuerza
centripeta a la que se ve sometido el satélite en su 6rbita.

FG=FC
M-m
—2=m.aN

R

2
. v . .
Teniendo en cuenta que ay = R se despeja la velocidad.

lMle

E.=—mG—=-G——
2 R
b. La energfa mecdnica de un satélite es la suma de la energfa cinética y la energia potencial.
En =E.+E,

Por definicién la energia potencial de un satélite en su 6rbita alrededor de un planeta viene
expresado por:
Mm

r

E, =-G

La energia mecdnica del satélite serd la suma de su energia potencial y cinética.

Em=Ep+EC=—GMm+lGMm=—lGMm=l _gMm)_ g :l.Ep
r 2 r 2 r 2 r 2

[ ——
EP

Junio 2010 F.M. Problema 1B.- Un satélite de 1000 kg de masa describe una 6rbita circular de
12x10° km de radio alrededor de la Tierra. Calcule:
a) El médulo del momento lineal y el médulo del momento angular del satélite respecto al centro
de la Tierra. ;Cambian las direcciones de estos vectores al cambiar la posicidn del satélite en su
Orbita?
b) El periodo y la energia mecénica del satélite en la 6rbita.
Datos: Masa de la Tierra My = 5,9X]024 kg
Constante de Gravitacion Universal G = 6,67X]0_” N’ kg_2
Solucién.
a. El momento lineal o cantidad de movimiento es:
p=m-Vv
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Su médulo es:
p=m-v
Por tratarse de un satélite en 6rbita, su velocidad se puede poner en funcién de la masa del
planeta y del radio de la 6rbita, teniendo en cuenta que el la érbita se cumple que la fuerza de atraccién
gravitacional es igual a la fuerza centripeta.

M 2 M

Fs =F : G—m:mv—: v=,G—
2

T T T

Sustituyendo en la expresion del momento lineal:

24
p=nyv=rnwﬁ3£1=10M}J6ﬁ7xﬂf“~§£§lg——=SJ6XHWkgm34
r

12x10°

Momento angular: L =pxT
Moddulo del momento angular: L=m-v-r-sen &
Teniendo en cuenta que el radio y la velocidad son perpendiculares (sen 90 = 1):

L:nrvr:mmwmkizmwkkM-=HNUJQMXMYUSSXNMVUXM6=QWXMW&gm%4
r

La direccion del momento lineal es la direccidn de la velocidad, tangente a la trayectoria, y
cambia continuamente (en cada punto serd tangente a la trayectoria).

La direccién del momento angular es perpendicular al plano de la orbita y se mantiene constante
en toda su trayectoria.

b. Periodo: Se obtiene de la igualdad entre la fuerza de atraccion gravitacional y la fuerza
centripeta.
2
M 2 M M 2 M (2
Fg =F; : G oY 6= v=ar: Gr=0?t: co=—n : G—= il r?
r r r r T r T
M 47'52 2 2 47'52 3
G—=—r1":T" = r” 3% Ley de Kepler
r T2 M
4n? 4n’ 3
TE=J—E—13 - = 24(12><106) = 13166
GM 6,67x107" -5,9%10

La energia mecédnica de un satélite es la suma de la energia cinética y la energia potencial.
En =Ec+E,

Por definicién la energia potencial de un satélite en su 6rbita alrededor de un planeta viene
expresado por:

Mm
E,=-G .
Por definicién la energia cinética es:
Fcg =F
E. :lmvzz 2 M zlm-GM:lG@
2 v :GT 2 r 2 r
Sumando: E\, =E, +E, :—GMm+lGMm :_lGMm
r 2 r 2 r
24
B, =—lG Mm =—16,67><10_“ 5,9%x10°" -1000 — _164x10107
2 2 12x10°
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Junio 2010 F.G. Cuestion 1A.-
a) Enuncie la 2°* ley de Kepler. Explique en qué posiciones de la 6rbita eliptica la velocidad del
planeta es maxima y dénde es minima.
b) Enuncie la 3% ley de Kepler. Deduzca la expresion de la constante de esta ley en el caso de
oOrbitas circulares.
Solucion.
a. 2* Ley de Kepler. El radio vector que une un planeta y el Sol barre dreas iguales en tiempos

iguales. Esta Ley es el equivalente a la constancia del momento angular (L =m-TXx V).

Por ser el momento angular de un planeta en su 6rbita alrededor del Sol constante (en modulo
L = m-v-1), cuando el planeta esta més alejado del Sol (afelio), su radio serd mdximo y su velocidad

orbital minima, mientras que cuando esta més préximo (perihelio), su radio serd minimo y su velocidad
serd maxima.

b. 3* Ley de Kepler. Los cuadrados de los periodos son directamente proporcionales a los cubos de
los semiejes de las respectivas 6rbitas.
En una 6rbita, la fuerza de atraccién gravitacional es igual a la fuerza centripeta.

2
Mm v M
Fo=F. : G =m— ; G—:V2
r 2 r T
v=or 2nr
Teniendo en cuenta: =~ 271+ v=——. Sustituyendo en la igualdad anterior:
T

= = =cte

M 21r 2 M 4n’r? T2  4xn?
r T 2 GM

r

Junio 2010 F.G. Problema 1B.- Io, un satélite de Jupiter, tiene una masa de 8,9 x10% kg, un periodo
orbital de 1,77 dias, y un radio medio orbital de 4,22 x 10® m, Considerando que la drbita es circular con
este radio, determine:

a) La masa de Jupiter

b) Laintensidad de campo gravitatorio, debida a Jupiter, en los puntos de la 6rbita de Io.

¢) Laenergia cinética de Io en su 6rbita.

d) EI médulo del momento angular de Io respecto de su 6rbita
Dato: Constante de Gravitacion Universal G = 6,67 x1 07" N m? kgf2
Solucion.
a. Para Calcular la masa del planeta (Jupiter) con los datos del enunciado, se tiene en cuenta que la
resultante de todas las fuerzas que actian sobre el satélite en orbita, debe ser igual a la fuerza centripeta
que actua sobre el satélite.

M-m v2

=m-—: v} =G—

FG:FC:GRz R

==

Teniendo en cuenta: v=m-R

2 2p3
(m-R)zzGM: mzzGﬂ: co:%: 2 :GE: M:47tR
R R3 T

Segun el enunciado: T=1,77d=1,77d- 24%3600% =152928s

253 2 8P
M = 47 R2 _ 47 2(4,22;(10 1211) - _ 1,9)(1027 Ke
G-T?  6,67x1071 - T2Nm?Kg ™2 - (152928s)
b. La intensidad de campo gravitatorio se obtiene igualando la fuerza gravitacional al peso.
27
F;=P: G M 2m =m-g : g=G£2=6,67><10‘“ -1’9L02=0,71n/2
R R (4,22><108) $
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_ 27 22
c. B —imy?=yiogMl_l gM_1gMm_1¢crxio1119x107 89x10
R| 2 R 2 R 2 422x108

E, =133x103!J
d. Por definicién: L =m-xV. El médulo del momento angular es:

L=m-r-v-sena
Si considera una 6rbita circular (o0 = 90°):

L=m~r-v~sen90=m-r-v={V=1,GM}=m-r- GM =my{G-Mj 1 =
r r

—89x10224/6,67x1071 1 x1,9x1027 -4,22x10° = 6,5x10%5 Kg m2s~!

Modelo 2010. Problema 1A.- Desde un punto de la superficie terrestre se lanza verticalmente hacia
arriba un objeto de 100 kg que llega hasta una altura de 300 km. Determine:

a) La velocidad de lanzamiento.

b) La energia potencial del objeto a esa altura.
Si estando situado a la altura de 300 km, queremos convertir el objeto en satélite de forma que se ponga
en Orbita circular alrededor de la Tierra,

¢) (Qué energia adicional habrd que comunicarle?

d) (Cudl serd la velocidad y el periodo del satélite en esa 6rbita?
Datos: Constante de Gravitacion G = 6,67x10'” Nm? kg'2
Masa de la Tierra My = 5,98x1024 kg; Radio de la Tierra Ry = 6370 km

Solucion.
a. En ausencia de fuerzas externas (rozamiento) el
objeto se encuentra en un campo conservativo y por lo tanto la *B
energia mecdnica se conserva.
A
Ep(A)+E(A)=E,(B) — T
gMrm Lo Mpm
Rt Rt +h
Simplificando la masa del objeto (m), se despeja la velocidad.
gMr Lol g Mp 1o My My V2:2G.MT[L_ ! ]
Rt 2 Rr+h 2 Rt Rt +h Rt Rt+h

V= ZG'MT[L_;} 2-667x107" - 5,08x10%| —— -1 =23733m/
Ry Rp+h 6,37x10°  6,67x10 s

b. La energia potencial del objeto a esa altura viene dada por la expresion:
E, = _gMr:m
R

R =Rt +h=6370+300=6670 Km

11 5,98x10%* 100
Ep =—6,67x107" = ——————=-508.10°]
6,67x10
c. La energfa adicional que habria que comunicar al objeto para convertirlo en satélite es la

diferencia entre la energia del objeto convertido en satélite orbitando a esa altura y la energia del objeto a
esa altura, calculada en el apartado anterior.

La energia de un satélite de 100 kg de masa que orbita a una altura de 300 Km sobre la superficie
de la tierra es la suma de la energia potencial y la energia cinética.
MT -m 1 2

E,, (Satélite) =E, +E. =—-G L+ Ty
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El producto mv” se puede obtener teniendo en cuenta que para que un satélite orbite en torno a
un planeta, la fuerza de atraccion gravitacional debe ser igual a la fuerza centripeta.
2
Mt -m v Mt -m
Fs; =E ; G—L ——m— ; my? =G—L—
R2 R R

Sustituyendo en la expresion de la energia mecénica del satélite:
E,, (Satélite) = -G Mp-m 1Mp-m_ 1 Mp-m

R 2 R 2 R
24
E,, (Satélite) = —— 5 6.67x 107 w =-2,99x10°J
6,67x10

La energfa que habrd que comunicar al objeto situado a 300 Km de altura para convertirlo en un
satélite es:

AE = E,,, (satélite) - E,(objeto) = ~2,99x10° — (— 5,98x10° )= 2,99%10°J

d. Para que un satélite orbite en torno a un planeta, la fuerza de atraccién gravitacional debe ser
igual a la fuerza centripeta.
2
F; =E. ; GMT'm=mV—' mv2=GMT.m' V= Mr
G e TR2 R R R
11 5,98x10%*
= [667x1071 2222 = 7733m)/
6,67x10

El periodo del satélite se puede calcular aplicando la tercera ley de Kepler.
2 2
T o R —f 17t 24
G-Mr 6,67x107" " -5,98x%10

T =29370424 5% = 54195

También se puede calcular a partir de la velocidad.

6
T_2_n 2n 2nR_2n 6,67x10 ~ 54195

A 7733

: (6,67><106)3 =29370424 s

Modelo 2010. Cuestion 1B.-

a) /Cudl es el periodo de un satélite artificial que gira alrededor de la Tierra en una 6rbita circular
cuyo radio es un cuarto del radio de la 6rbita lunar?
b) Cuadl es la relacion entre la velocidad del satélite y la velocidad de Luna en sus respectivas
Orbitas?
Dato: Periodo de la orbita lunar T; = 27,32 dias
Solucion.
a. Teniendo en cuenta la tercera ley de Kepler: “El cuadrado del periodo del movimiento de
un planeta es directamente proporcional al cubo de la distancia media del planeta al sol”

T2 = 4z’ 3
GM

Aplicando esta expresion al satélite y a la Luna:

2
TS S R3 T2 RUY T¢ R}
GM D1V1dlend0 — = GM Simplificando.—S =S
47 T2 4n? 2" )3
TL = RL L 7RL L L
GM GM

Expresion de la que se puede despejar el periodo del satélite:
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1
3 (4 1 T
TS =TL —3'_TL _3=_3
R} 4 2
Tg :%:% =3,42 dias <> 3 d, 9h, 57 min
. m—ﬁ v 2n 2n-R
b Teniendo en cuenta que: T i—=—; V=
v=w-R R T T
2n-Rg 1 1
R.=—R Ty -—R
vp 2Ry TRy Ts=lTL lTL'RL 4
T 8 8

Septiembre 2009. Cuestion 1.- Razone si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) El valor de la velocidad de escape de un objeto lanzado desde la superficie de la Tierra depende
del valor de la masa del objeto.
b) En el movimiento eliptico de un planeta en tomo al Sol la velocidad del planeta en el perihelio
(posicién mas préxima al Sol) es mayor que la velocidad en el afelio (posicién mas alejada del
Sol).
Solucion.
a. FALSO. Por el principio de conservacion de la energia, la energia mecanica en la superficie
terrestre (suma de cinética y potencial) debe ser igual a la que tendrd cuando escape del campo
gravitatorio, que serd nula debido a que suponemos que llega con velocidad nula (E. = 0) y que esta a una
distancia infinita (E, = 0).
—mv>-G Mm =0
2 Rt
Simplificando las masas se despeja v.

lV2=G£2 V= ZGE
2 Rt Rt

b. VERDADERO. Teniendo en cuenta que el modulo del momento angular del planeta en su giro
alrededor del Sol y en ausencia de fuerzas externas, permanece constante.

L=rxp=rxmv
‘i‘:L:r-m-v-sen90:r-m-v:cte

L Atelio = Lperihelio
rA 'm'VA =rP 'm'VP

I'A'VA:I'P'VP:{I'A >TIp }SVP >Va
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Junio 2009. Cuestion 1.- Un satélite artificial de 500 kg que describe una 6rbita circular alrededor de
la Tierra se mueve con una velocidad de 6,5 km/s. Calcule:

a) La energia mecdnica del satélite.

b) La altura sobre la superficie de la Tierra a la que se encuentra.
Dato:  Constante de Gravitacion Universal G=667x10"Nm’kg?

Masa de la Tierra My=5,98 x ]024kg
Radio de la Tierra Rr=6,37x 10°m

Solucién.

a. La energia mecdnica de un satélite que orbita alrededor de la Tierra -

es la suma de la energia cinética y de la energia potencial, y se calcula - F.'..:‘// 3
E

mediante la expresién i £
1 ,Mm ! i

Ehn=—7G——
m 2 r Il. . f

Donde r representa la distancia del satélite al centro de la Tierra. Para calcular R A
I se tiene en cuenta que para que un satélite orbite alrededor de la Tierra, la - -
fuerza centripeta del satélite debe ser igual a la fuerza de atraccién de la

Tierra.

2 24
mv—zGM—TZm D r= GM—Z,Tz 6,67x10‘“M=9,44x106m
r r A% 6500

Conocido el radio, se calcula la energia mecanica.

24
E :_le: _16,67X10_11M:_1’()6x1()10J

o2 2 9,44 -10° —

b. Para calcular la altura desde la superficie terrestre, se resta el radio de la 4
tierra al radio de la orbita. d Forb *

h =1, — 17 =9.44x10% —6,37x10° =3,07%x10%m . !

Problema 1B- Suponiendo que los planetas Venus y la Tierra describen érbitas circulares alrededor del
Sol, calcule:

a) El periodo de revolucion de Venus.

b) Las velocidades orbitales de Venus y de la Tierra.

Dato: Distancia de la Tierra al Sol: 1,49 x 10" m
Distancia de Venus al Sol: 1,08 x 10" m
Periodo de revolucion de la Tierra: 365 dias
Solucién.
a. La fuerza de atraccion que ejerce el Sol sobre cada planeta causa la aceleracién centripeta

necesaria para que el planeta orbite alrededor de él. Si se considera la aproximacién de Orbitas
circulares, se puede deducir la Ley de Kepler.

Aplicando la segunda ley de Newton (F=m-a ), al planeta que 6rbita:

2 2
Fg=m-a, : G-Msm:m-v—:{V:mR}: G-%:w:G-&:sz: G)E :
R2 R R2 R R2 T

.m_(ETR. g Ms _4n® 1 an’

=cte

Esta expresion permite calcular el periodo de un planeta (Venus) conocida su distancia al
Sol, no obstante, en este caso no nos dan como dato la masa del Sol, por lo que habra que
comparar los pardmetros de Venus con los terrestres.
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2 2 2 3 11
T—3:cte :>T—‘3’=T—§ L Ty =Tp R—;’ =365 i—i1,08x10 =225 dfas
R Ry Ry R (1,49><10”)3
b. Supuesta una Orbita circula, conocido el periodo se calcula la velocidad angular, y con la
velocidad angular y el radio la velocidad orbital.
028
’5 Yo 2 Dov= ER
o="| R T T
R
21 21 11
Para Venus: vy =—Ry =———————1,08x10'' =34907M/ =349K
V7T Y 225243600 /A A
. 2n 21 11
Parala Tierra: vi =— Ry =————-1,49%10 " =29687 =297
T 7T 7 365-24-3600 % 75

Modelo 2009.- Cuestion 1.
a) Enuncie la tercera ley de Kepler y demuéstrela para el caso de 6rbitas circulares.
b) Aplique dicha ley para calcular la masa del Sol suponiendo que la 6rbita de la Tierra alrededor
del Sol es circular con un radio medio de 1 ,49x108 km.
Dato: Constante de Gravitacion Universal G = 6,67 x 1 0" Nm? kg2
Solucién.
a. Tercera ley de Kepler:
“El cuadrado del periodo del movimiento de un planeta es directamente proporcional al cubo

de la distancia media del planeta al sol”
2
T2 247 3

=——r

GM
Deduccién:
En el caso de una 6rbita circular, la fuerza que actia sobre un cuerpo es la fuerza gravitatoria y la
aceleracion es la aceleracion centripeta; por lo tanto podemos escribir la segunda ley de Newton como:

2
GM_;n:mV_
r r
Simplificando y despejando:
gMm_ VI GM o’ GM
2 P = : =0 r
r 2 r 2
V=0T
OM _ o2.p
2 OM _dn® o _dn?
T
b. Para calcular la masa del sol se despeja M de la tercera ley de Kepler.
PR r=149x10°Km =149x10'"'m 4 fLaoxion |
M=""" =1 G=667x10""Nm?Kg? |=— " 1K - =197x10"Kg
GT T = 365dfas = 3,15%10” s 6.67x10711 (315107

Septiembre 2008. Cuestion 1. Calcule el médulo del momento angular de un objeto de 1000 kg
respecto al centro de la Tierra en los siguientes casos:
a) Se lanza desde el polo norte perpendicularmente a la superficie de la Tierra con una velocidad
del10 Km/s.
b) Realiza un 6rbita circular alrededor de la Tierra en el plano ecuatorial a una distancia de 600 km
de su superficie. .
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Datos: Constante de Gravitacién Universal G = 6,67x10™"' N m® kg™
Masa de la Tierra M = 5,98><1O24 kg. Radio de la Tierra Ry = 6,37><106 m
Solucién.

El momento angular se define como el producto
vectorial del radiovector por la cantidad de movimiento:

L=Txp=rx(m¥V)
Su modulo, viene dado por:
L=rmvsena

a) En este caso el dngulo que forman el vector posicién r con el vector velocidad es cero por lo que
el modulo del momento angular es nulo.

L:rmvsen0°=0(kgm25_l)

b) En este caso el dngulo que forma el vector posicién r y la velocidad orbital es 90°.
L=rmvsen90°=rmyv
La velocidad de orbita se calcula teniendo en cuenta que debe ser tal que la fuerza de atraccidn
gravitatoria sea la fuerza centripeta necesaria para describir la érbita de radio r.
r=R+h=6,37.10° + 600000 = 6,97. 10° m:

2 24
Fg =F, : G-M;n =m.vT : v=1/G-¥=\/6,67><10‘“~M =75651

r 6,97x10°
Conocida la velocidad orbital se calcula el médulo del momento angular.

2
L=mr-v-sen90°=697x10° -1000-7565-1=5.27x10' k& m%

El vector L es perpendicular a al plano orbital.

Septiembre 2008. Problema 2A.- Un satélite artificial de 100 kg se mueve en una 6rbita circular
alrededor de la Tierra con una velocidad de 7,5 km/s. Calcule:
a) Elradio de la érbita
b) La energia potencial del satélite.
¢) La energia mecdnica del satélite.
d) Laenergia que habria que suministrar al satélite para que describa una 6rbita circular con radio
doble que el de la drbita anterior.
Datos: Constante de Gravitacién Universal. G = 6,67x10™"' N m* kg™*
Masa de la Tierra My = 5,98x10** kg; Radio de la Tierra Ry = 6,37x10° m
Solucién.

a. Para que un satélite orbite en torno a un planeta, la fuerza de atraccién gravitacional a la que se
ve sometido debe ser igual a la fuerza centripeta que desarrolla el satélite al girar en la 6rbita.
2 24
Fg =F, GM—;H: mY— : r= Gﬂzz 6,67x10711.228X10° _ 5 092106 m
r f v (7.5x10% )
b. La energia potencial de un satélite en 6rbita viene dada por la expresion:
24
E, = oMM _ 66710711 298107100 5 6r5010)
r 7.09%10°
c. La energia mecénica del satélite es la suma de su energia potencial y de su energia cinética del
en la 6rbita.
SRR W PERN (S ¥ B W PO UL B P
meTr e r vi=G " r 2 o 2
24
= Le7x107tt 2280 513510
2 7,09x10
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d. La energia que habra que suministrar al satélite para que describa una 6rbita de doble radio es la
diferencia de energia mecdnica existente entre las dos Orbitas.
AE=E (2r)-E, ()= _lG@_ _lG@ ZLG@ 1_1 :lG@ =
2 2 r 2) 4 r

98x102* 100

=—16,67><10‘“ 2 =1,406x10%J
4 7,09%10°

Junio 2008. Cuestion 2. Una sonda de masa 5000 kg se encuentra en una 6rbita circular a una altura
sobre la superficie terrestre de 1,5 Ry. Determine: a) el momento angular de la sonda en esa orbita
respecto al centro de la Tierra; b) la energia que hay que comunicar a la sonda para que escape del campo
gravitatorio terrestre desde esa 6Orbita.
Datos: Constante de Gravitacién Universal G = 6,67x10™"" N'm* kg™

Masa de la TierraMy = 5,98x10** kg; Radio de la Tierra Ry =6,37x10° m
Solucién.
a. Momento angular:

L=rxmv

‘I:‘ =|f|-|m§|-sen90°=R-m-v

g N . . .
E=2.5 RTu Donde R es la distancia de la sonda al centro de la tierra
1 R = 2’5 RT
[
f'l La velocidad en la orbita se calcula igualando la fuerza
/ centripeta a la fuerza gravitacional:
r
" - v2 Mm
- - ~ m—= G _—
- R R?

-11 24
. /GM _ 6,67x10 5,98:10 :500511/
R 2,5-6,37x10 s

Sustituyendo los datos en la expresién del médulo del momento angular:
‘i‘ =rm-v=2,5637x10° (m)-sooo(kg)-soos(r%)= 398x104 kg m2s~!

b. La energia necesaria para poder escapar del campo gravitatorio terrestre
Solucion.
Por conservacion de la energia, la energia potencial en la 6rbita mds la energia cinética que le
comunicamos ha de ser igual a la energia mecénica en el infinito, que es cero, teniendo en cuenta que
llega con velocidad nula (E(c) = 0), y que al ser R = o la energia potencial es 0.

Para que la sonda escape del campo gravitatorio, tendrd que superar su potencial gravitatorio, es
decir, tendrd que ganar una energia igual a la energia mecédnica que tiene en la drbita.

2)598x10* (kg)- 5000(kg)
"’ 25.637x10°m

AE =0-E,, (Orbita)=— —%G -% = %6'67x10_1 Nm2ke =6,26%10'°3(Nm)

Modelo 2008. Cuestion 1.- Cuatro masas puntuales idénticas de 6 kg cada una estan situadas en los
vértices de un cuadrado de
lado igual a 2 m. Calcule:
a) El campo gravitatorio que crean las cuatro masas en el centro de cada lado del cuadrado.
b) El potencial gravitatorio creado por las cuatro masas en el centro del cuadrado, tomando el
infinito como origen de potenciales.
Dato: Constante de Gravitacién Universal G = 6,67x107""' Nm® kg™
Solucion.
a. Se pide calcular la intensidad de campo gravitatorio (g) en los puntos medios de los lados del

cuadrado.
Sobre la masa 1 colocamos los ejes de coordenadas, y denominamos P, Q, R y S a los puntos
medios de los lados del cuadrado. Analizamos el punto P:
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X, LA W
lIl1 gPlP ng ]Il2

La intensidad de campo gravitatorio viene determinada por la expresion:

a m _
§=G i,

Debido a la igualdad de las masas y, dado el cardcter vectorial de la magnitud, por simetria se
comprueba que g 1, = -g 2, anulandose mutuamente. Ocurre lo mismo con las componentes OX de las

intensidades creadas por las masas 3 y 4 (§4x =-g 3, ) , por lo tanto la intensidad del campo resultante
P p

en el punto P serd la suma de las componentes OY de las intensidades creadas por la masas 3 y 4.

~ ms ~ 11 6 2 - 11
= coso j=G-—=cosa j=6,67x10 — j=7,16x10 fy
g3yp g3p ] d2 J ( 5)2 \/g] J 52

g =g +g :
ng g3yp g4yp ~

= my - 11 6 2 = 11~
g4 =g4 cosaj=G-——cosa j=6,67x10 — j=7,16x10 le
Yp p d2 (\/5)2 \/g 82

gt = 7,16x1071 j+7,16x1071! j=14,32x107!! 37/2
S

Puesto que las masas son iguales y las distancias de las masas a los puntos medios de los lados
también lo son, las intensidades de campo gravitatorio en los puntos Q, R y S son:

¥

¥
- 117
R m §o =—14,32x10 ln/ m m
m4. ______ B . 3 Q g2 4. ______________ ) 3
Igr : g =—14,32x107"! jryz
A=t A=—0 - s
CE gg=14,32x107" 1%2
m_l. P .m2 & m_l.

b. El potencial en P es la suma escalar de los potenciales que crea cada masa en ese punto.
VP = VP1 +VP2 +VP3 +VP4

El potencial gravitatorio en un punto debido a una masa m situada a una distancia d viene dado
por la expresion:

V=-G=
d
Aplicando esta expresion al sistema de masas propuesto
VP :_Gﬂ_{_ _G& + _G& + _G&
d d d d
m=mp=m3=my=6kg=m

Vp :4-(—GE] :4-(—6,67x10_11 i) =131x107° J
d V2

2 kg
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Modelo 2008. Problema 1B.- Un satélite artificial de 200 kg describe una 6rbita circular alrededor de
la Tierra. La velocidad de escape a la atraccion terrestre desde esa orbita es la mitad que la velocidad de
escape desde la superficie terrestre.

a) Calcule la fuerza de atraccién entre la Tierra y el satélite.

b) Calcule el potencial gravitatorio en la érbita del satélite.

¢) Calcule la energia mecdnica del satélite en la 6rbita.

d) (Se trata de un satélite geoestacionario? Justifique la respuesta.
Datos: Constante de Gravitacién Universal G = 6,67x10™"' N m” kg™

Masa de la Tierra My = 5,98x10** kg; Radio de la Tierra Ry = 6,37x10° m

Solucién.

Para resolver las diferentes cuestiones que plantea el
problema hace falta conocer el radio de la orbita donde se encuentra
el satélite, para ello se informa que la velocidad de escape en la 6rbita
(Ve) es la mitad que la velocidad de escape desde la superficie

terrestre (veo )

Se denomina velocidad de escape de un cuerpo (cohete,
satélite,...), a la velocidad que este debe adquirir, en el momento se
ser lanzado, para que escape del campo gravitatorio del planeta en el
que se encuentra. Se calcula mediante un balance energético.

La energia de escape es la diferencia entre la energia en el infinito (0) y le energia mecénica total
en la 6rbita, siendo el infinito el punto donde la interaccién gravitatoria se anula.
Si denominamos v a la velocidad del satélite en la 6rbita:
E(Escape) = E(Infinito) — E(Orbita)

lmvg =0- —G—m—i-lmv2
2

—_
E, E,

La energia cinética en la 6rbita se puede expresar en funcion del radio de la 6rbita igualando la
fuerza de atraccidn gravitacional con la fuerza centripeta.

2
M
F, =F. gMn_ Y V=G
R2 R R
Sustituyendo la expresién v* en el balance energético y operando se despeja la velocidad de
escape en la drbita:
lmvng@—lm-GM lmvng@—lG@ lmvgzlG@
2 R 2 R 2 R 2 R 2 2 R

V§=G% Ve=1,G%

La velocidad de escape desde la superficie terrestre se calcula de igual forma, teniendo en
cuenta, que el la superficie terrestre solo hay energia potencial.

L2 co-f-gMm) .\ _ g M
2 o RT o RT

Comparando las velocidades de escape se obtiene el radio de la 6rbita:

V b M
Lo o S0 2, —Rr_p2 . Ry roog

=—V 5 —_— . —_— =

€ 2 o Ve B GM ) GM RT
\/ R R

R=2-637x10°m =12,74x10°m
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. 24 .
a. FzGM—Zm:6,67><10_”-M:491,5N
R (12,74><1o6)Z
M 11 5.98x10% 7
b. V=-G—=—-667x107"" 2222 = 313x10 %
R 12,74x10 &
24
c. Em=—1GM=—16,67><10‘“-M:—&Bxlo%
2 R 2 12,74x10
d. Para que un satélite sea estacionario, su periodo debe ser de 24 horas. El periodo se puede

calcular aplicando la 3* ley de Kepler.

4

=4L2R3
GM

2
T? ; T=\/—4’T R3 =
GM

El satélite no es geoestacionario

- \/6,67><10‘“ -5,98x10%4

(12,7410 = 143065 = 3n 58 26"

Septiembre 2007. Cuestion 1.- a) ;Cudl es la aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta
esférico cuyo radio es la mitad del de la Tierra y posee la misma densidad media? b) ;Cudl serfa el
periodo de la 6rbita circular de un satélite situado a una altura de 400 km respecto a la superficie del

planeta?
Datos: Radio de la Tierra Rr= 6371 km

Aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra g =9,8ms

Solucion.

2

a. La aceleracién de la gravedad en la superficie de un planeta se puede expresar en funcién de la
masa y el radio del planeta, igualando el peso en la superficie con la fuerza gravitacional.

M- -m
R2

P=F; ; m-g=G

La gravedad en el planeta que se pide se calcula por comparacion con la gravedad terrestre.
M

M
gr=G—  g,=G—
RZ R)
Comparando
M
Mp
GR2 RZ-M
& _ ®p BT Mp
gr gMr Rp-M;p
R2
T

4
M=V.p= EnR3p
Teniendo en cuenta que pp =p, =p

2 4 3
gp_RT 31tRp p

gr Rg.gnR%.p

1
1 gp ERT g 1
2 gr Ry gr 2
b. Utilizando la 3% ley de Kepler:
2
T2= 4 g3
G-M
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2

M
P eTORe

Ry

Rt

1
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Donde R =R, +h yelproducto G-M, lo obtenemos de la aceleracion de la gravedad en la

superficie del planeta.

oM L Gom, =g, R
Ep =0 =My =8p Ry

Rp

Sustituyendo:

ol (R e T:\/ (R, +nf

2 2
gp Ry g, R, gp R,

Sustituyendo por los datos del enunciado:

3
2 3
T= Am 2-[6371;10 +400><103J = 60496 s ~ 100 min
3
4,9.(6371;10 ]

Septiembre 2007. Problema 1A.- Un satélite de masa 20 kg se coloca en 6rbita circular sobre el
ecuador terrestre de modo que su radio se ajusta para que dé una vuelta a la Tierra cada 24 horas, asi se
consigue que siempre se encuentre sobre el mismo punto respecto a la Tierra (satélite geoestacionario).
a) (Cudl debe ser el radio de su 6rbita?
b) (Cudnta energia es necesaria para situarlo en dicha 6rbita?

Datos: Constante de Gravitacion Universal G= 6,67><10711 N m? kg{2
Masa de la Tierra M = 5,96><1024 kg
Radio de la Tierra Rt =6371 Km
Solucion.
a. Si un satélite describe una 6rbita geoestacionaria alrededor de la Tierra, el periodo del satélite
serd de 24 horas, y el radio de la 6rbita se puede calcular teniendo en cuenta este dato.
FG N FC
2
Mm_ o ogMm_ v 2 M
R2 R? R R

v=mR o
Teniendo en cuenta que 2m biv= T R
T

2 2 2
(ER] —G%: M roglcMT

T T? R? 4

24 2
R =3\/6,67><10_“ 2:98x10 (224 3600)° _ 4 23x107m
4n
b. La energia necesaria para ponerle en 6rbita un satélite, es la diferencia entre la energia mecénica

que tiene el satélite en la 6rbita y la que tiene en la superficie terrestre.

AE=E ((’)rbita) +E, (superficie)

E, (6rbita) =E, +E, :%mvz +(—G%)

La velocidad del satélite en la 6rbita se puede expresar en funcién de la masa de la Tierra y el
radio de la tierra.
2
E. =F, mY - gMm v-gM
R R2 R

Sustituyendo en la expresion de la energia:
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E, (6rbita) = ~m- G [ —gMm|_LgMm_Mm__1,Mm
2 R R ) 2 R R 2 R

.. Mm
E, (sup erflcle) =-G—
Ry
En la superficie terrestre, el satélite solo tiene energfa potencial.

Sustituyendo en el incremento de energia:

AE=_LtgMm _[_oMm)_ v | L1
2 R Ry Ry 2R

1 1
6371x10°>  2-4,23x10’

AE=6,67><10_”-5,98><1024-20-( J=1,16XIO9J

Junio 2007. Cuestion 1.- Sabiendo que la aceleracién de la gravedad en un movimiento de cafda libre
en la superficie de la Luna es un sexto de la aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra y que
el radio de la Luna es aproximadamente 0,27 Ry (siendo Ry el radio terrestre), calcule:

a) larelacion entre las densidades medias Pryna / PTierra

b) la relacién entre las velocidades de escape de un objeto desde sus respectivas superficies

(Ve)Luna / (Ve)Tierra-

Solucién.
a. Este apartado se resuelve comparando la intensidad de campo gravitatorio (g) en la superficie de
la Tierra y en la superficie lunar.

La aceleracion de la gravedad en la superficie de un planeta se puede expresar en funcion de la
masa y el radio del planeta, igualando el peso en la superficie con la fuerza gravitacional.

P=F; ; m-g=GM'2m ; g=G£z
R R
- Mt
Para la superficie terrestre: gt = =
R
- M
Para la superficie lunar: gy = G—2
RL
M
G > )
o =Lop g1 Ry _1 MRt _1
6 gr 6 GMT 6 MTR% 6
R2
T

Las masa de la tierra y de la luna se expresar en funcién de sus densidades

4
PL?TR%R%

2
pLVLRT _ 1 _1 pLRp _ 1 pL_ Rr
2 4
pTVTRL 6 pTgnR%R% 6 pTRT 6 PT 6RL
PL__ Ry PL e
pr  6-027Ry pT
b. La velocidad de escape de un planeta se calcula por el principio de conservacién de la energia, la

energia mecdnica en la superficie del planeta (suma de cinética y potencial) debe ser igual a la que tendra
cuando escape del campo gravitatorio, que serd nula debido a que suponemos que llega con velocidad
nula (E. = 0) y que esta a una distancia infinita (E, = 0).

In2ogMm_j
2 Rt

Simplificando las masas se despeja v.
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—V2=G£ v= 2G£

2 Ry Ry

M
v = 26—k ,2G—L
( e)Luna RL ) (Ve)Luna _ RL _ MLRT
. MtRy

(Ve )Tierra = \/ 2G & (Ve )Tierra \/ 2G %
T

3
(VC )Luna _ . pLRT

2 o2
:\/ﬁp_L :\/M.o,éz =0,27-0.62 =021

2 2
(Ve)Tierra *‘KR% -prRL RT Pt Rt

Junio 2007. Problema 1B.- Fobos es un satélite de Marte que gira en una 6rbita circular de 9380 km
de radio, respecto al centro del planeta, con un periodo de revolucién dé 7,65 horas. Otro satélite de
Marte, Deimos, gira en una 6rbita de 23460 km de radio. Determine:

a) La masa de Marte.

b) El periodo de revolucién del satélite Deimos.

¢) Laenergia mecdnica del satélite Deimos.

d) EI médulo del momento angular de Deimos respecto al centro de Marte.
Datos: Constante de Gravitacion Universal G = 6,67><10711 N m’ Kgf2
Masa de Fobos = 1,1><1016 Kg; Masa de Deimos = 2,4><1015 Kg
Solucion.
a. Para calcular la masa de Marte (M) se tiene en cuenta que si Fobos realiza una 6rbita circular
alrededor de Marte, la suma de fuerzas que actian sobre Fobos serd igual a la fuerza centripeta que actia
sobre €.

2\’
2 2 (] R’
v>'R _(0-R)"*R (T

2
F, =F, gMme _ v Mo e
R? R R G G G
253 2 6
M = 47 R2 y 47 S91’38X10 )3 . :6,49x1023Kg
G-T* 6,67x107'".(7,62-3600)
b. El periodo de Deimos se puede calcular aplicando la 3* ley de Kepler.
2 T2 T2
—5 =cte = —I; = —f3
R Rp Ry
3 ' 6f
Tp =T - R—13327,62 23,46x10 =30,l4h=1d 6h 8min
R} (9,38><106)3
c. Em=Ec+Ep=lmDV2+ _gMmp |_J2_gMI__1;Mmp
2 Rp Rp Rp
23 15
E, =—L.667x10118:42%10 2’4510 =-22x10%1)
2 23,46x10
d. L=Txmv En médulo L=r-mv-sena
Aplicando a Deimos:
Lp =rp -mpvp -sena ipLlvp >0=90 ; senoa=1
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2 21
Lp =1p-mpVp =1p -Mp -Op Ip =Ip -Mp - ——
Tp
Lp = (2346x100f -24x10% — 2" _765x10®Nm
30,14 - 3600

Modelo 2007. Cuestion 1.- Un objeto de 5 kg de masa posee una energia potencial gravitatoria
Ep= —2x10%J cuando se encuentra a cierta distancia de la Tierra.

a) Siel objeto a esta distancia estuviera describiendo una 6rbita circular. ;cudl seria su velocidad?
b) Sila velocidad del objeto a esa distancia fuese de 9 km/s, ;cudl seria su energia mecanica?
(Podria el objeto estar describiendo una 6rbita eliptica es este caso?

Solucién. P—
a) Sobre un objeto que describe una 6rbita circular la Unica fuerza que a L —

actda sobre €l es la fuerza de atraccién gravitatoria, es una fuerza centripeta ; Fy, T
dirigida hacia el centro de la tierra. ,r E Fy |
F, =F ) ¢ i

2 ﬁ !

M -m v . G-M £

G——=m— despejando v= T N “ -
d? d d - -

Por otro lado, la energfa potencial gravitatoria es:
Mt -m

M;  2x10%J

E =-G
P m(kg)

=-2x10* 7= G
Sustituyendo en la expresion de la velocidad:
M 8 8
ve lgMr _ 2x10 J: 2x10%J z6324n/z6'3Kny
d m(kg) 5kg s s

b) La energia mecdnica es la suma de la energia potencial y de la energfa cinética.

E, =E, +E, =E, +~my? =-2x10* +25.(9000) =25x10°J
2 2

Si la energia mecdnica es mayor que cero, el objeto se escapa del campo gravitatorio, y por tanto
no describe ningtn tipo de 6rbita.

Nota
El criterio que se debe seguir para evaluar el tipo de 6rbita es el siguiente:

Si Ey > 0, el objeto se escapa del campo gravitatorio, llegando al infinito con velocidad, seguirad
una trayectoria hiperbélica.

Si Ey = 0, el objeto se escapa del campo gravitatorio, llegando al infinito sin velocidad (caso
tedrico, el tiempo que tardaria seria infinito), seguird una trayectoria parabdlica

Si la Ey; < 0, el objeto queda atrapado en el campo gravitatorio. En este caso se pueden dar tres
situaciones diferentes:

4 > |Ep| <E < |Ep| El objeto describe una 6rbita eliptica, aumentando la excentricidad
de la elipse a medida que aumente la velocidad (energia cinética).

- %|Ep| =E,_ El objeto describe una 6rbita circular.

1 . o . .
- = |E | >E_ El objeto no describe ningin tipo de érbita y acaba colapsando contra el
2 p

planeta.
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Septiembre 2006. Cuestion 1.-
a) Desde la superficie de la Tierra lanza verticalmente hacia arriba un objeto con una velocidad v.
Si se desprecia el rozamiento, calcule el valor de v necesario para que el objeto alcance una
altura igual al radio de la Tierra.
b) Si se lanza el objeto desde la superficie de la Tierra con una velocidad doble a la calculada en el
apartado anterior, jescapard o no del campo gravitatorio terrestre?

Datos: Masa de la Tierra My = 5,98 x10* kg Radio de la Tierra Rr=6370 kg
Constante de Gravitacién G = 6,67x10"" N m” kg™

Solucion.

a. Igualamos las energias mecdnicas en la superficie de la Tierra y en la orbita con r=2Ry

E, (Superficie) = E m (Orbita)

M- M-
I m+lmv2=—G- L
Ry 2 2R

-G-

Simplificando la masa m en toda la ecuacion, se despeja la velocidad

lv2=G-MT ! !
2 R;: 2R;

G-M
=2G-Mq ! 2GMT —r
Ry 2Rq

Sustituyendo datos numéricos:

\ 11 & 24
:\/667><10 59§§><10 _ro1z1m/
6'37x10 s

b. Si escapa del campo gravitatorio, la energia mecénica final serd la que tenga en el infinito (punto
donde la tierra no ejerce influencia), que es igual a cero. Procediendo como en el apartado a
E., (Superficie) =E, (Infinito)
M-
iy 1 mv? =0
Ry 2
Dividiendo toda la ecuacién “por la nasa del objeto:
-G- & + l v 2
Ry 2
Para saber si el objeto escapa de la tierra, se calcula con la igualdad anterior la velocidad de
escape de la tierra.

24
_G.£+1V§SC >0 Vee 2.[2G-— M 2.6'67x1071! (598x107° =11190H/
R; 2 RT 6,37x10° s

=2-7913,1=15826,2 > v

Como la velocidad del objeto es superior a la de escape, el objeto se escapa del campo
gravitatorio

-G-

=0

v objeto esc

Junio 2006. Cuestion 1.- Llamando g, y V, a la intensidad de campo gravitatorio y al potencial
gravitatorio en la superficie terrestre respectivamente, determine en funcién del radio de la Tierra:

a) La altura sobre la superficie terrestre a la cual la intensidad de campo gravitatorio es g,/2.

b) La altura sobre la superficie terrestre a la cual el potencial gravitatorio es V,/2.
Solucién.

El campo gravitatorio y el potencial gravitatorio a una distancia R del centro de la Tierra son,
respectivamente y en valor absoluto:
My

MT
R R
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donde G = constante de gravitacién y M= masa de la tierra.

Por tanto en la superficie terrestre, donde la distancia al centro es el radio de la Tierra Ry.

M M
g,=G—- Vo =G——
R% Ry
a. Se busca la distancia R a la que se cumple:
g=50
2
Sustituyendo por sus respectivas expresiones.
M 1 .M
TEegoir
R 2 R;

Despejando R:
R2=2R2 = R=42R;

Para calcular la altura (h) sobre la superficie se tiene en cuenta:

h=R-R;
Como se ve en la figura.

h=v2R-R = (2 1Ry =04IR

b. Se busca la distancia R al centro de la tierra a la que se cumple:
V= Yo
Sustituyendo por sus respectivas expresiones.
M M
My _15Mp
R 2 Ry
Despejando R:
R =2Ry.

Si h es la altura sobre la superficie, al igual que en el apartado anterior se tiene que:
h=R-R;=2R; -R
h=R;

Junio 2006. Problema 1A.- Un satélite artificial describe una 6rbita circular alrededor de la Tierra. En
esta Grbita la energia mecénica del satélite es -4,5 x 10° J y su velocidad es 7610 m s™ Calcule:
a) El médulo del momento lineal del satélite y el médulo del momento angular del satélite respecto
al centro de la Tierra.
b) El periodo de la érbita y la altura a la que se encuentra el satélite.

Datos: Constante de Gravitacién Universal G = 6,67x107"'N mzkg -

Masa de la Tierra My =598x10**kg
Radio de la Tierra Rp = 6,37x10°m
Solucion.

Para resolver los apartados a) y b) es necesario conocer la masa del satélite y el radio de su
Orbita.
El radio se calcula teniendo en cuenta que en una 6rbita circula la fuerza centrifuga es igual a la

54



www.clasesdeapoyo.com

fuerza gravitatoria.
2
M
F,=F, >m— =G
R R,
Igualdad de la que se despeja el radio de la 6rbita.
v

La energia mecédnica en una 6rbita circular coincide
con la mitad de la energia potencial.

R= R =6890 Km

1 1  Mpm
E_ =—Ep=——G
m=y IR
donde m es la masa del satélite.
2-R-E
m=———"=™= m=155kg
G-M;

a. El modulo del momento lineal es:
p=m-v=155kg 76102 = 1180x10°kg -m s~
s
El médulo del momento angular es:

L=m-v-R=155kg-761026'89x10°m = 8,13x10'2 kg m2s ™!
S

b. Conociendo la velocidad y el radio de la orbita el periodo se calcula a partir de:
A\l 6
v 2nR S T= 2nR _ 2n 689><101 M _ 5600
T v 7610 ms~

La altura sobre la superficie es la diferencia entre el radio de la tierra y el de la érbita:

h=R-R; =6890-6370=520 Km

Modelo 2006. Cuestion 1.-
a) Enuncie las tres leyes de Kepler sobre el movimiento planetario.
b) Si el radio de la 6rbita de la Tierra es 1,50><1011 my el de Urano 2,87><1012 m calcule el periodo
orbital de Urano.
Solucién.
a. Las tres leyes de Kepler son.
1. Los planetas describen orbitas elipticas con el sol situado en un foco
2. La velocidad areolar (el drea que barre el vector de posicion del planeta por unidad de tiempo) es
constante.
3. Los cuadrados de los periodos de revolucién de los planetas son proporcionales a los cubos de
sus distancias medias al sol.

Ry =150x10"'m
R, =2.87x10"”m

De acuerdo con la tercera ley de Kepler T? =CR? donde C es una constante que podemos

calcular con los datos del radio de la orbita terrestre y de su periodo orbital que es un afio.

Tf
2 _p3 _ T
Ty =CR; =C= 3

Ry
Como Urano cumple la misma relacién
T2 R3
T =CR; =—-R; =T/ =—T7
Rt T
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R3 2P
T, = [Ty = (2’87X10“m) x lafio = 83, 7afios
R3 (150x10" m)

Modelo 2006. Problema 1A.- Se lanza una nave de masa m = 5x10° kg desde la superficie de un
planeta de radio R, = 6x10° km y masa M, = 4x10** kg, con velocidad inicial v, = 2x10* m/s en direccién
hacia otro planeta del mismo radio R, = R; y masa M, = 2 M, siguiendo la linea recta que une los centros
de ambos planetas. Si la distancia entre dichos centros es D = 4,83><1010 m, determine:

a) La posicion del punto P en el que la fuerza neta sobre la nave es cero.

b) La energia cinética con la que llegard la nave a la superficie del segundo planeta.
Datos: Constante de Gravitacién Universal G = 6, 67x10"' N m* kg™

Solucion.
a.
________ D= 43830
Llamemos x a la distancia entre el planeta 1
D-x y el punto P de manera que el médulo de la fuerza
n ’ R: que sufre el satélite por la accidn de la gravedad de
cada planeta es:
M, = 4102 M. = 2M,;= 8x10%* F =G Mlzm F, =GM_2m2
R;=6x10° R,=R,=6x10° X (D-x)
Si ambas se igualan:
M m M,m
2 2
X (D-X)
Teniendo en cuenta que M, = 2M,, y simplificando la igualdad se obtiene una ecuacién de 2° grado.
M 2M
_21:—12 = 2x2 :(D—X)2 = x2+2Dx-D?=0
x> (D-X)

x=—2D 42D &0 =—Di\/5D:{X=(£12_\/%);DD

Como es una distancia solo sirve la solucién positiva
x=D(y2 ~1)=483x10°m-(y2 ~1)= 2x10"°m

b. Teniendo en cuenta que la energia mecanica se conserva, se cumplira:
Eum (Superficie planeta 1) =Ey (Superficie planeta 2)

e Ey (Superficie planeta 1) =E, (I) +E, (I) = %mvf + (— GMR—IIH - G_];VI_Z; ]

e Eyu (Superficie planeta 2) =E, (II) +E, (H) = %mv% + [— G Nllizm -G DM1E j
2 )

Teniendo en cuenta que R; =R, =R, y que M| =M; M, =2M, =2M
By ()=tmy?gMm_g2M'm Ey()=tm2-g2Mm_gMm
2 R D-R 2 R D-R

Igualando las energias: Ey; (I) =Eyu (II)

1 5 M-m _2M-m_1 , 2M'm . M-m

—mv; -G G =—mv; -G G
2 R D-R 2 R D-R
—
E (1)
EC(II)=lmV12—GM m_GZM m _G2M m_GM m
2 R D-R R D-R
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Agrupando términos

2 R D-R 2 R D-R
Ec(11)=15><103-(2><104)2+6,67><10‘“-4><1024-5><103- ! —— 1(1) -
2 6x10°  4,83x10° —6x10

E,(I1)=122x10"7J

Debido a la enorme diferencia entre el radio de los planetas y la distancia entre ellos, se pueden
despreciar las energias potenciales del planeta dos en la superficie del planeta 1 y del planeta 1 en la
superficie del planeta 2 sin que se modifique sustancialmente le calculo.

M;m
R,
M,m

2

e Ey (Superficie planeta 1) =E, (I)+ E, (I) = %mvl2 -G

e  E,,(Superficie planeta 2) =E (II +E II) = lmV2 -G
M c p ) 2

Teniendo en cuenta que R; =R, =R, y que M| =M; M, =2M, =2M
1 2 M-m 1 2 2M -m

Eyll)=—mv; —-G—— Eyl)=—mv; -G
w)=gm -G M w=1mi -2

Igualando las energias: E\; (I) =Eyn (II)
1 2 M-m 1 2 2M - m

2 R 2 R
E. (1)
E ()=tm?-gMm_[_g2Mm
2 R R

Agrupando términos
11 4x10%*.5%10°

P 1,22x10"27
X

EC(II)=%mV12 +G%=%5x103 2x10*] +6,67x107

Septiembre 2005. Cuestion 2.- Dos masas iguales, M = 20 kg, ocupan posiciones fijas separadas una
distancia de 2 m, segun indica la figura. Una tercera masa, m’=0,2 kg, se suelta desde el reposo en un
punto A equidistante de las dos masas anteriores y a una distancia de 1 m de la linea m'
que las une (AB=1 m). Si no actiian mds que las acciones gravitatorias entre estas [
masas, determine:

a) La fuerza ejercida (mddulo, direccién y sentido) sobre la masa m' en la

o=

posicion A. M B
b) Las aceleraciones de la masa m' en las posiciones A y B. &
Dato: Constante de Gravitacion Universal G= 6,67><10_11 N m? kg_2
Solucion.
> . . M-M' S
a. La expresion de la fuerza gravitatoriaes F=G d—2 , ¥ la direccién es la que une las masas

segin muestra el esquema de la figura.
n

m
a &
./d iy
M - F; E F
& * »

4 Zm ¥

2

Las fuerzas F, y F, se descomponen en sus componentes vertical y horizontal.
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F,, =‘132‘-sen0c

Fz = sz +I—:2y .

‘FZy‘ = ‘Fz‘ - COSO

~ = M-
Por otra parte ‘Fl‘ = ‘Fz‘ =G —zm, por lo tanto hay que calcular d y a.
d

lm
d se halla por el teorema de Pitdgoras

d=+v12+12 =/2m

a se halla teniendo en cuenta que es un tridngulo isdsceles rectdngulo
o =45°

o -cos(— OL)j

F =F, +F, :‘le

i+ff,|i= M;;n sen(-a)i+G 20

m' - M, -m' -
senai+G -cosa j

F, =F,, +F, =‘F2x

i+]F,|i=G
Sustituyendo por los valores:

-2 w (sen(— 45)1 +cos(— 45)3)= 133-107°
V2 m?

B, 20ke-02k " . N
F, =667-10™" Nm2kg 2 %-(sen 457 +cos 45 j)=1'33-10‘1°(%i +%j]

V2 m?

La fuerza gravitatoria total ejercida ejercidas por las masas M sobre la masa m’ es la suma

B o= 1331070 [- Eh%]] H

F, =667-107"' Nm?kg

\/ET N/E-:
(et

vectorial de 131 y 1—:2.

e
I

2

o g -0 27 2
F, = 13310 [TI+T]N

F=F+F,=133107" [n i+ Ji]]
operando para simplificar

F=189-107"jN

b. Si se aplica la ecuaciéon de Newton en el punto A se obtiene la aceleracion a la que se ve
sometida la masa m’ en dicho punto.

. 1" 10 =
Femioizsb o 0010 TN _ g 10‘101/
m 02kg

En el punto B, las fuerzas no tienen componente ] por lo que la fuerza resultante es nula y por
tanto la aceleracion en A también es nula.
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Septiembre 2005. Problema 1A. Desde la superficie terrestre se lanza un satélite de 400 kg de masa
hasta situarlo en una 6rbita circular a una distancia del centro de la Tierra igual a las 7/6 partes del radio
terrestre. Calcule:

a) Laintensidad de campo gravitatorio terrestre en los puntos de la 6rbita del satélite.

b) La velocidad y el periodo que tendrd el satélite en la 6rbita.

¢) Laenergia mecdnica del satélite en la 6rbita

d) La variacion de la energia potencial que ha experimentado el satélite al elevarlo desde la

superficie de la Tierra hasta situarlo en su 6rbita.

Datos: Constante de Gravitacién Universal G = 6°67x10™"" Nm” kg~

Masa de la Tierra Mr = 5,98x10** kg
Radio de la Tierra Ry =6,37x10° m
Solucién.
a. La expresion del campo gravitatorio es:
- M -
§=-G-— Uy
R

Donde fJR es el vector unitario en la direccién del radio. La intensidad serd el modulo de g .
- M
g=2=6-%
R

Teniendo en cuenta que el radio de la 6rbita es 7/6 del radio terrestre:

M 36 M 36
g:G—2=4_9G_;=4_9g=7v2ng
(% Ry ) Ry
b. En una 6rbita circular la fuerza centrifuga compensa a la gravitatoria.
2
M.. -
F,.=F, = m—=G—
R R?

Despejando la velocidad:

V= GM
\ R

Teniendo en cuenta que el radio de la 6rbita es 7/6 del radio terrestre:

M " 24
v= |[G—T = 6'67><10‘”Nm2kg_2M:7326rV
AR 7 -637x10°m s

Por ser un movimiento circular uniforme:

L 6
. R 28Ry 2m-7-637x10°m
® M T = = = = 6374 S
v=oR v v 7326 M/
c. La energfa mecdénica es la suma de la cinética y la potencial.
E,=E . +E,
Energia cinética:
I
= 2
Ee=omy 1 M; 1 _Mm
Mo [PeTa™OR TR
v=.lg=L
R
Energia potencial
Mtm
E,=-G—

Sumando los dos términos se obtiene la energia mecdnica del satélite en la 6rbita.
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20 R 2 1

L =E+E, 1GMTm+(_MTm) LgMm _ 1. Mm
2 R

E =E.+E_=—
R 6RT

M ! 240
E, =Gt _ L6710 Mm2kg 2 208X107 ke 400kg _ 17 g0
2 TRy 2 7 -637x10°m
d. La variacién de energia potencial es:
AE, =E,(f)-E, (i)

M+m

E,(i)=-G—L
P M M

1\le {AE, =-G ;m—(—G RTm]=GMTm-(RL—%J=GMTm- %_7;
Ep(f):—G%m T T T JgRe
sustituyendo valores

AE, =667x107""-598x10** -400- ! ! =36x10"]

6'37x10° %-6‘37><106

Junio 2005. Cuestion 2.-
a) Deduzca la expresion de la energia cinética de un satélite en 6rbita circular alrededor de un
planeta en funcién del radio de la 6rbita y de las masas del satélite y del planeta.
b) Demuestre que la energia mecénica del satélite es la mitad de su energia potencial.
Solucién.
a. Para deducir la E, primero se calcula la velocidad del satélite en la 6rbita, para ello se iguala la
fuerza centrifuga con la gravitatoria

e[ =[Fe|
2
gMm_, v o .M
R?2 R R
1 1 M 1 _ M-
Ec=fm~V2=fm-G—=fG7m
2 2 R 2 R
b. Para calcular la energia mecdnica se suman la cinética y la potencial.
1 M- M- 1 M- 1 M- 1
Ey=E +Ey= G~ -G =G T"="| -G " |=_E,
2 R R 2 R 2 R 2
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Junio 2005. Problema 1A.- Un satélite artificial de la Tierra de 100 kg de masa describe una 6rbita
circular a una altura de 655 Km. Calcule:

a) El periodo de la érbita.

b) La energia mecdnica del satélite.

¢) El médulo del momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra.

d) El cociente entre los valores de la intensidad de campo gravitatorio terrestre en el satélite y en la
superficie de la Tierra.

Datos: Masa de la Tierra My =5'98x10"" kg
Radio de la Tierra R; = 6°37x10° m
Constante de Gravitacién Universal G = 6.67x10"" N m® kg™
Solucién.
a.
P T T F:
s m=100 kg
; F: 5
! )
! 1
IH { |Fg| = |F-:|
b !
\x ;KR=h+RT = 655+ 6370 = 7025 Km = 7025210%m
- -

Al ser una 6rbita circular: ‘ﬁg‘ = ‘IEC‘

=m- = v2=G-

G M-m ﬁ M
R2 R R

Por otra parte en un movimiento circular se cumple:

21
T==Z 21-R
[0) :T=

v=m-R

v

sustituyendo la velocidad:

1R (7025%10° m]’ ,
Uy 21 —2 i, —o8578s
/G M 667x10" Nm2Kg 2 -598x10%* Kg

T=8785 11377807

3600 %

b Em=EC+Ep=lmv2+ _gMm)_J2_gMl__1;Mm
2 R R 2 R
! 24
B, =——667x107!1. %éoo -28x10°J
2 7'025x10
c. ‘I:‘=‘l—2><f)‘ ; L=R-p-sen90°=R-mv=R-m G% =mvVyG-M-R
L=100-v6%67x107" . 598x10%* . 7025100 = 53x10>Kg -m2s~!
d. Igualando el peso con la fuerza gravitacional, se obtiene una expresién de la intensidad de campo
gravitatorio en funcién de la masa del planeta y del radio (distancia al centro)
M
g=G—
R 2

Aplicando esta expresion en la superficie de la tierra y en la orbita del satélite se puede obtener
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el cociente de las intensidades.

M
gT:GM?T GRTT Ry )2 (637100 |’
BT LB S Simplificando 50 =( T] _| 637 06 — 082
-G T | gr My g (Rgy 7'025%10
gSat P G >
Sat RT

Modelo 2005. Cuestién 1.- Razone si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) Un objeto de masa m; necesita una velocidad de escape de la Tierra el doble que la que necesita
otro objeto de masa m, =m, /2

b) Se precisa realizar mds trabajo para colocar en una misma 6rbita un satélite de masa m; que otro
satélite de masa m, =m, /2 , lanzados desde la superficie de la Tierra.
Solucion.
a. FALSO. La velocidad de escape desde la superficie de la tierra se puede deducir sabiendo que la
energia a una distancia infinita de la tierra es cero, y por tanto, si la energia que tiene un cuerpo en la
superficie terrestre es:
M T 'm
T
habra que imprimirle una energia cinética de escape:

ESup =-G- 1 (Energia potencial gravitatoria)

1
E. (ESC) = E my - Vlzisc
de forma que.
Egyp +E (Esc)=0

sustituyendo las expresiones de ambas energias se despeja la velocidad de escape.

Mrp-m; 1 2
—————+—mj VR, =0
RT ) 1 Esc

M
VEsc = 2G'R7T
T

Expresiéon que pone de manifiesto que la velocidad de escape de un planeta no depende de la
masa del cuerpo, por tanto la velocidad de escape serd idéntica para ambos cuerpos.

-G-

b. VERDADERUO. Si consideramos el campo gravitatorio como puramente conservativo:
W =-AE, =Ep, —Eps

M+ - M+ -
wo-g.rm (g Mrmio g Govym |-
RT r r RT

donde r >R

Como vemos, este trabajando si que depende de la masa del cuerpo m;, (ademads de ser negativo,
lo que indica que el trabajo lo realizamos nosotros “en contra” del campo, gastamos energia)

b . . m
Segtin se observa en la formula anterior, si m, = 71

W=G-M, oL 1_ 1
2 {r Ry

Cuanto mayor es la masa del cuerpo, mds trabajo tenemos que realizar, por tanto, el satélite de

masa m, requiere efectuar mas trabajo que el de masa m, = m%

62



www.clasesdeapoyo.com

Septiembre 2004. Cuestion 1. La luz solar tarda 8,31 minutos en llegar a la Tierra y 6,01 minutos en
llegar a Venus. Suponiendo que las drbitas descritas por ambos planetas son circulares, determine:
a) el periodo orbital de Venus en torno al Sol sabiendo que el de la Tierra es de 365,25 dias
b) la velocidad con que se desplaza Venus en su Orbita.
Dato: Velocidad de la luz en el vacio ¢ = 3x10® m/s
Solucion.
a. El periodo T se define como:

0} v
A v
En el caso de orbitas circulares, la resultante de todas las fuerzas que actian sobre el cuerpo debe

ser igual a la fuerza centripeta igualando la fuerza centrifuga a la gravitatoria se obtiene una expresion
para la velocidad en la 6rbita:

Operando con las dos expresiones:

27R 2 4m’R?
T= =T = 2p 2 3 2
v v? :Tzzﬂ:4n2R——>T2:4LR3—>LeydeKeppler
2 M GM GM M
vi=G— I
R R

2
teniendo en cuenta que G y M(masa de Sol) son constantes, —y =cte,y aplicando a las orbitas de la
R

Tierra y de Venus
2 3 3
T R R
o
TV R v Rt
Los radios de la Tierra y de Venus se calculan a partir del tiempo que tarda en llegar la luz a cada
uno de los planetas en un M.R.U.

(=831 min- 205 _ 4086 seg
1 min

60seg

t, =6.0l min =360,6 seg

I min
multiplicando por la velocidad de la luz tenemos la distancia de la tierra al sol y de Venus al Sol.

Ry =dy_g =4986 seg-3x10° M/ =1496x10%m

Ry =dy_g = 3606 seg-3x108 1%:1082x108m

3

R3 '\ 12
T, =.|T2 =~ = [(36525 dfas)? - TO8X10 1 _ 55315 das

R} 150%10'2

b. La velocidad orbital de Venus sera:

2R 2R 8
_2mR, _2mR, — X 1082x10°m =35261"y
T 223,15%24%3600s s

v

Septiembre 2004. Problema 1A. Un planeta esférico tiene 3200 km de radio y la aceleracién de la
gravedad en su superficie es 6,2 m s™. Calcule:

a) La densidad media del planeta y la velocidad de escape desde su superficie.

b) Laenergia que hay que comunicar a un objeto de 50 kg de masa para lanzarlo desde la
superficie del planeta y ponerlo en 6rbita circular alrededor del mismo, de forma que su periodo
sea de 2 horas.

Datos: Constante de Gravitacién Universal G = 6’67x10-11 N m’kg™
Solucién.
a. Igualando el peso de los cuerpos en el planeta con la fuerza de atraccién gravitacional:

63



www.clasesdeapoyo.com

m-g=G M: 2m
R
se obtiene una expresion de g en funcién de la masa y radio del planeta
M
g=G—
R 2

La masa de un sélido se puede expresar en funcion del volumen y la densidad(p), y para sélidos
esféricos, el volumen se puede expresar en funcién del radio.

M=V. p 4 5
V:iTC'R3 :M=§TC'R p
3
sustituyendo en la expresion de g
g R p 4
=G——F— =—7n-G-R-
g R2 g 3 p
expresion de la que se puede despejar la densidad del planeta en funcién del radio y gravedad del mismo.
g=62 n/ 6
b= 2 52 - 362 - =69347 ky3
4n-R-G  |R =3200Km =32x10% m| 47m-32x10°-6'67x10" m

La velocidad de escape del planeta se puede calcular por el principio de conservacion de la
energia, la energia mecdnica en la superficie terrestre (suma de cinética y potencial) debe ser igual a la
que tendrd cuando escape del campo gravitatorio, que serd nula debido a que suponemos que llega con
velocidad nula (E; = 0) y que esta a una distancia infinita (E, = 0).

1 m Vg -G Mmd 0
2 R
Simplificando las masas se despeja v.

loa_gM. =J2GM
2 R R

Como se desconoce la masa del planeta, se puede resolver de dos formas diferentes,
relacionando M con la aceleracién de la gravedad en la superficie del planeta y el radio, o calculando la
masa del planeta con la densidad y el volumen.

Relacionando M con g y R: De la expresiéon g =G % , se despega el producto G-M = g-R?, sustituyendo
R

en la expresion de la velocidad de escape:

2
Ve =1/2g§ =2 R =42:62:32x10° =6299,2m/

Calculando la masa con la densidad del planeta: M=V -p = %nR3p

M= %n : (3,2><106)3 -6934,7 =9,52x10%
Sustituyendo en la expresion de la velocidad de escape:

23
v = [2-667x10711222X107 _ 6299,8ry
3,2x10° s

b. Por el principio de conservacién de energia, la energia mecénica en la superficie es igual a la
energia mecdnica en la orbita.
En (superficie) =E, ((’)rbita)
(E. +E,) (E.+E,)

superficie orbita
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%mvgw(_c,gmj
orb

E. (superficie) + [— G Mm

p Jsuperficie

La velocidad en la 6rbita se puede expresar en funcidn de la masa y del radio del planeta. En el
caso de orbitas circulares, la resultante de todas las fuerzas que actian sobre el cuerpo debe ser igual a la
fuerza centripeta igualando la fuerza centrifuga a la gravitatoria se obtiene una expresion para la
velocidad en la 6rbita:

Fo=F GMI_,Y .M
R2 R R
E, (superficie)+ —G@ = lmG M + (— G Mm ]
Rp 2 Rgp R
Mm 1 ., Mm M 1 ., Mm

E. (superficie) -G——=-—=G

m
- E.(superficie)]=G———-—G
Rp 2 Rgp cloup ) Rp

2 Ry

E, (superficie) = GMm(L _ ]
Rp 2R,

Para calcular el radio de la 6rbita se emplea el periodo. Partiendo de la expresion de v en funcién

2 M . v=oR 2n
de MyR | v: =G— |, y teniendo en cuenta que: __ 2T r:v=—R
R =" T
T
2 2 2
M) oM, A g M g MT
T R 7?2 R? 4n?
23 (. 2
R = 3\/6,67x10_“ 25219 52 3600 _ 4 37410%m
4n
Sustituyendo los valores en la energfa cinética:
E, (superficie) = 6,67x1071-9,52x1023 . 50.| — - ! = [=6,29x10°]
32-10° 2-437x10

Junio 2004. Cuestion 2.- Plutén describe una érbita eliptica alrededor del Sol. Indique para cada una
de las siguientes magnitudes si su valor es mayo, menor o iguala en el afelio (punto mds alejado del Sol)
comparando con el perihelio (punto mas préximo al Sol):

a) Momento angular respecto a la posicién del Sol.

b) Momento lineal.

¢) Energia potencial

d) Energia mecénica.
Solucion.
a. El momento angular alrededor del sol es constante ya que es una fuerza central.

b. El momento lineal es diferente. Se puede calcular //:/—N Pa

=
teniendo en cuenta que L =Cte

Dado que en el afelio y en el perihelio el 4ngulo entre I';:.’P
ryp esde90° el modulo de L queda
L,=r1,-Pa
Lp=rp-pp
teniendo en cuenta que el momento angular es constante
pp T
Ly=L, @ 1,py =1ppp —:—a>1(ra >rp):>pp >p.
Pa Tp
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c. La energia potencial solo depende de la distancia:
M-m

r
dado que el radio del afelio es mayor que el radio del perihelio,

E,=-G

—C 1

Epip) Epla) I

se puede observar que en modulo |Ep (pj > |Ep (aj pero sin médulos E (a) >E, (p) por lo que al

conservarse la energfa mecanica E p) >E, (a) .
d. La energia mecdnica permanece constante ya que no hay fuerzas de rozamiento.

Modelo 2004. Cuestion 1.- La velocidad de un asteroide es de 20 km/s en el perihelio y de 14 km/s en
el afelio. Determine en esas posiciones cual es la relacion entre:
a) Las distancias al Sol en tomo al cual orbitan.
b) Las energias potenciales del asteroide.
Solucién.
a. El asteroide describe una orbita eliptica en

torno a su Sol sometido a fuerzas centrales (f| |15), y PERIHELIV’?AFELIU
por tanto M =0, lo cual supone que L=cte.La P{\/’/ﬁ
constancia del momento angular, permite plantear que

el momento angula en el perihelio (punto de la érbita
mas préximo al Sol) es igual al momento angular en el afelio (punto de la 6rbita més alejado del Sol).

-séna =1,

I:p =L, Enmédulo |f><f)|p :|f><f)|a ; Tp-mvy p MV, - sena

Simplificando la masa y teniendo en cuenta que el vector velocidad es tangente a la trayectoria,
(f LV) = 0.=90°.

vy
I, -vp-sen90=r, - v, -sen90 ; -V =r0v, 3 —=—
LoV
T
L
r, 20
b. La energia potencial gravitatoria que tiene el asteroide en cada punto de la trayectoria, tiene la
expresion:
M-m
E,=-G .
Si se aplica al afelio y perihelio y se compara:
M-m
=
(Ep )P rp . . (Ep )p T 1 1
= M. Simplificando y ordenando: =2=——=—=143
(Ep )a _Gim Ep a rp rP . 0,7
T, a

a
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Modelo 2004. Problema 1A.- La sonda especial Mars Odissey describe una 6rbita circular en torno a
Marte a una altura sobre su superficie de 400 km. Sabiendo que un satélite de Marte describe drbitas
circulares de 9390 km de radio y tarda en cada una de ellas 7°7 h, calcule:

a) El tiempo que tardara la sonda especial en dar una vuelta completa.

b) La masa de Marte y la aceleracion de la gravedad en su superficie.

Datos: Constante de Gravitacién Universal G=667x10"N m’kg >
Radio de Marte Ry =3390 km
Solucion.
a. Se pide el periodo de la
sonda: T = 2 ry=Radio de 1a sonda Mars Odissey
® Iy = Radio del satéliie

teniendo en cuenta que se cumple la
3°ley de Kepler:

T? =k 1’
se relaciona el periodo de la sonda
con el del satélite:

ry = R+h=23390+400 = 3790 Km
r; = 9390 Km

2 3
Toon” =k 13
Tl =k’

} : son = Soda; sat = satélite
sat —

Dividiendo ambas expresiones y puesto que la k sélo depende del cuerpo en torno al cual se
produce la orbita, el mismo valor en ambos casos:

2 3
Tson =i
2 3
Tsat n
despejando Ti,,:
1
T 2.3 /2
T sat_12
son — 3
n

sustituyendo los valores del problema y calculando:
Tson="7108 seg. = 1’97 H

b. La masa de Marte se puede hallar teniendo en cuenta que para que el satélite describa una 6rbita
circular en torno a Marte, la fuerza de atraccion gravitacional debe ser igual a la fuerza centripeta a la que
se ve sometido el satélite. Si M = masa de Marte; m = masa del satélite:

2 v=mR
Gwzmv— GM:V2 _2m :v:an
1'1 1'1 I'l Cl)—?
2 2.3
2tpl oM 4T
T R T?G
2. 6
4 (9,39><10 )3 =6,38><1023kg

 (7,7-3600) - 6,67x107!1

Conocida la masa de Marte, la aceleracién de la gravedad en su superficie se calcula igulando el
peso a la fuerza gravitacional.

P=F m~g:GM.2m g=G 1\/21
R, Ry
23
g =6,67x1071-038x107_ _371?/
(3390><103
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Septiembre 2003. Problema 1A. Un satélite artificial de 100 kg de masa se encuentra girando
alrededor de la Tierra en una 6rbita circular de 7100 km de radio. Determine:
a) El periodo de revolucién del satélite.
b) EIl momento lineal y el momento angular del satélite respecto al centro de la Tierra.
¢) La variacién de energia potencial que ha experimentado el satélite al elevarlo desde la superficie
de la Tierra hasta esa posicion.
d) Las energias cinética y total del satélite.

Datos: Masa de la Tierra My = 5°98x10*kg
Radio de la Tierra Rr= 6°37x10°m
Constante de Gravitacién Universal G=6'67x10"" N m’kg >
Solucion.
a. La relacién entre el periodo T y la velocidad angular o es:
2n —

T 7T e m=100 kg
: Fe &
1 f h FG' L

A partir de la igualdad entre la fuerza centripeta y la fuerza f

- 1}
gravitatoria se obtiene la velocidad lineal, de esta la angular y de la angular ;‘—’. K
el periodo. v R=TIO0OEm

lgs|
|
o
-~
-

S}
!

!

]

v m-Mr ---
R R2

despejando la velocidad

teniendo en cuenta que v=m- R -2-

MT
\/ MT 11 5'98%10%* 3
6'67x10 =1056x10 ra%

(7 1% 106)3
despejando el periodo de -1- y sustituyendo la velocidad angular obtenida
T=2" _%=5951s=1h39'
®  1056x10™
b. La expresion para el momento lineal es
p=m-v
siendo su médulo
p=m-v

utilizando la relacién -2-
p=m-o-R=100-124x107-7,1x10° = 749%10° kg-r%

la direccién y sentido de p es la misma que la de v, perpendicular al radio en todo punto de la
trayectoria circular:

=l
I
E:
=l

on°

La expresion para el momento angular es
L=Rxmv
que constituye el momento de la cantidad de movimiento (6 momento lineal ). El médulo de L es:
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‘i‘ =R -mv-sen o
teniendo en cuenta que el dngulo formado por R y m-v es de 90° en todo momento
‘i‘ =R-mwv-sen90=R-m-v
aplicando -2-
]=R-mv=R-m-oR=m-oR
sustituyendo los valores numéricos:

] =m-0-R? =598x10* 124107 (637100 =3x10% kg-m%

La direccién del vector es perpendicular al plano de la 6rbita, y en direccion positiva(eje z)

F N L
Z
¥
X
c. La variacién de energia potencial que experimenta el satélite al elevarlo desde la superficie de la

tierra hasta su posicion en la drbita, se obtiene restando la energia potencial que tiene el satélite en la
6rbita, menos la que tiene en la superficie de la tierra.

‘M ‘M
AE, =—G-MT [ MM _gopmg[ oL
R Ry Ry R

sustituyendo los datos numéricos del problema:

1 1
637x10%  71x10°

AE, = G-m-MT(L—iJz 6'67x107!! -100-5‘98><1024( jz 6'44x10% J
Ry R

o 1
d. Energia cinética: E_ = 5 m-v2.

La velocidad se calcula mediante la ecuacion -2-
v=wmR=124x107-71x10° = 8.8041%

conocida la velocidad, la energia cinética se calcula sustituyendo en su expresion

_r a1 2 _ o 9
Be=_mv —E-IOOkg-(8.804%) =388x10° J

La energia total del satélite es la suma de su energia cinética mas su energia potencial

‘M " 24
Ep=im-v? +(—GmT)=1-1OO-8.8042 _667x10 11 100IXI0TT g 09 )
2 R 2 71x10°

Junio 2003. Cuestion 1. Suponiendo un planeta esférico que tiene un radio la mitad del radio terrestre
e igual densidad de la Tierra, calcule:
a) La aceleracién de la gravedad en la superficie de dicho planeta.
b) La velocidad de escape de un objeto desde la superficie del planeta, si la velocidad del escape
desde la superficie terrestre es 11,2 km/s.
Datos: Aceleracion de la gravedad en la superficie de la tierra g = 9,81 m s™

Solucion.
R = % Rt p(densidad) =p
4 3 4 R;} n-p.3 14 3 1
La masa del planetaes: M =pV=p—aR> =p—n—=—R7=——nR7p=—M
p p p 3 p 37 53 6 IT¢3 TP g T
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M MT/ 1 Mg |1 981
—=c—L8 - GTL-_g =2 =4'905ry2
S

a. =G
ETVR? (RT)22R2 27Ty /st

1.2
b. = 2R = 21 Jery RT == J2g:R7 =T=5,6k1%

Junio 2003. Problema 1A. Mercurio describe una 6rbita eliptica alrededor del Sol. En el afelio su
distancia al Sol es de 6,99><1010 m, y su velocidad orbital es de 3,88><104 m/s, siendo su distancia al Sol en
el perihelio de 4,60x10"°m

a) Calcule la velocidad orbital de Mercurio en el perihelio.

b) Calcule las energias cinética, potencial y mecdnica de Mercurio en el perihelio.

¢) Calcule el médulo de su momento lineal y de su momento angular en el perihelio.

d) De las magnitudes calculadas en los apartados anteriores, decir cudles son iguales que en el

afelio.
Datos: Masa de Mercurio My =3,18X% 1023kg

Masa del Sol Mg =1,99x103kg

Constante de Gravitacion Universal G =6,67x 1071 Nmzkg_2
Solucién.

=388 % 10"
410" ® 6'99x10"

a. Para hallar la velocidad en el perihelio de Mercurio con los datos del enunciado, se tiene en

cuenta que orbita en torno al Sol debido a la accién de fuerzas centrales, y por tanto el momento angular

(—

L=rx 5) permanece constante (I:a = I:p )

Si L, =L, , también se cumple que L a

‘L‘:r-mv-sen(x:{fJ_V}:r-mv-sen90:r-mV

Tafelio * T Vafelio = Tperihelio * MV perihelio

Simplificando la masa, se despeja la velocidad en el perihelio.

Vp =V, L = 388x 104699’“010 =5.9x10* my/
I 4,6%10
b. E. =%m-v§ =%3,18><1023 : (5,9><1o“)2 =5,53x10%]
30 23
Ep =—GSMM _ 6710 22X MBIOT g 1651072y
r 4,60x10
Ey =Ec +Ep =5,527x10°2 =9,18x10%2 = -3,65x10°2]

c. [Bp| = m[¥p| =318x107-59x10* = 1.88x10% kg m s~

‘ip‘ =[fxP|=1, - p-sen90=r,-m-v, = 4,60x10'" - 1,88x10% =8,65x10% kg m?s!

d. La energia total se conserva durante todo el tiempo, en ausencia de rozamiento, por el principio
de conservacidn de la energia, la energia mecdnica permanece constante
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El momento angular también se conserva, por estar sometido a fuerzas centrales (M = O), y

teniendo en cuenta que M = (Z—L =0=L=cte
t

La energia potencial y cinética dependen del radio y de la velocidad respectivamente, como estos
valores cambian del afelio al perihelio, las energias potencial y cinética no se conservan

El momento lineal también depende de la velocidad y por tanto tampoco se conserva constante.

Septiembre 2002. Problema 1A. Se pretende colocar un satélite artificial de forma que gire en una
Orbita circular en el plano del ecuador terrestre y en el sentido de rotacién de la tierra. Si se quiere que el
satélite pase periddicamente sobre un punto del ecuador cada dos dias, calcule:
a) La altura sobre la superficie terrestre a la que hay que colocar el satélite.
b) Larelacién entre la energia que hay que comunicar a dicho satélite desde el momento de su
lanzamiento en la superficie terrestre para colocarlo en esa drbita y la energia minima de escape.

Datos: Constante de Gravitacién Universal G=6"67x 10"'N-m* kg™
Radio de la Tierra R, =6370 km
Masa de la Tierra M, = 5°98x10*kg
Solucién.
El periodo del satélite es T = 2 dias. Si lo pasamos a segundos:
T =2- 24- 3600 T =172.800 seg
a. Para calcular la altura h, se establece que la fuerza gravitatoria entre el satélite y la tierra es la
fuerza centripeta del movimiento:
gMm, _ v cMr_2
R? R

. 2
Teniendo en cuentaque v=0-R yque © = Tn

Mt G-Mrt .2
2T 2T
R 4

=Ty 24
R =321 2 =3\/6’67X10 >80 1728007 = 67,07x10°m = 67070 Km
4n 4n

La altura sobre la superficie terrestre, se halla restando al radio de la orbita R (distancia entre los
centros de masa), el radio de la tierra Ry.

2n 2
(TRJ Ordenando R =

h=R-Rr=67.070 - 6.370 h = 60700 km.

b. La energia minima del escape (AEe), es aquella que hay que comunicar al satélite en la

superficie de la tierra, para que venza la atraccion gravitatoria de la tierra, es decir para llevarlo al infinito,
donde E, = 0.

AE, + [— G Mj =0
Ry
despejando la energia de escape:

AE, =G
R

T

La energia que hay que comunicarle al satélite para colocarlo en la orbita (AEO) se obtiene de la

igualdad:
MTm MTm 1 2

-G +—mv
2

+AE, =-G
Ry
| —
Energiaen la
superficie terrestre

Energia en la 6rbita
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Teniendo en cuenta que v2 = Gﬁ
oM ap - Mmoo oM
Rt R 2 R
Operando el segundo miembro, se despeja la energia necesaria para situarlo en la 6rbita.
Mmoo =L Mm AE, =G Mam 1 Mym
Rt 2 R Rr 2 R
La relacién que se pide es:
G MTm —lG MTm G MTm l MTm
AEO _ RT 2 R _ RT _ 2 R _ l—ﬁ
AEe G MTm G MTm G MTm 2R
Ry Ry Rt
3
AE, _ 6370x10° 0.9525

AE,  2-67070x10°

Junio 2002. Cuestion 1. Un planeta esférico tiene un radio de 3000 km, y la aceleracién de la
gravedad en su superficie es 6 m/s”.

a) (Cudl es su densidad media?

b) Cuadl es la velocidad de escape para un objeto situado en la superficie de este planeta?
Dato: Constante de Gravitacién Universal G = 6’67x10™'"Nm’kg >
Solucion.
a. Se pide calcular la densidad de un planeta esférico conocido su radio(R = 3000 Km) y la
aceleracién de la gravedad en su superficie(g = 6 m/s”)

La expresion de la densidad media de un cuerpo es;

M {M : Masa de el cuerpo

p=1" ey

V |V :volumen

por tratarse de un objeto esférico;
v :%nR3 donde R es el radio del planeta.
sustituyendo su valor R = 3000 Km = 3x10° m, se obtiene:

v =%n(3~106)3 Vp=36110"m?

El siguiente paso es hallar la masa del planeta(M) para introducirla en (1) y hallar la densidad.
Para ello se utiliza el dato de la gravedad del planeta en la superficie(g = 6 m/s°)
La expresion para g es;

M
g=G—
R2
de esta expresion, todos los datos son conocidos salvo M que se despeja;
2
m=E&R
G
y sustituyendo sus valores numéricos:
62
M= ‘S(LO)H M, =809610" kg
6'67-10~
Por tanto, de la expresién (1);
8096103k
p="— —Eo 7158‘4ky \
3610 " m m
b. Para calcular la velocidad de escape para un objeto situado en la superficie de este planeta, se

aplica el Principio de Conservacion de la energia: E; (R P )= E¢ (R = oo)
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La velocidad de escape, es la que es necesario comunicar al objeto, para que se desplace desde la
superficie de la tierra al infinito. Por convenio la E{R=c0) = 0. En la superficie terrestre, serd la suma de
la E , (gravitatoria) y la Ec que le comunicamos al objeto. Si tienen que ser iguales:

Mp m
Rp

1
E.+E,(g)=0 Emvé—G =0

2GMp
Ve =.|—
| Rp
sustituyendo valores numéricos:

< —11)(' N 23
Ve:\/Z 6'67%x10 6809><10 56000(11/)
3%10 s

despejando la v,:

Junio 2002. Problema 1A. La velocidad angular con la que un satélite describe una 6rbita circular en
tomo al planeta Venus es o, = 1°45x10™* rad/s y su momento angular respecto al centro de la Grbita es
L, =22x10"%kg m*s".
a) Determine el radio r; de la 6rbita del satélite y su masa.
b) (Qué energia preciso invertir para cambiar a otra 6rbita circular con velocidad angular
@, = 10 *rad/s?
Datos: Constante de Gravitacién Universal G = 6°67x10™"'"Nm” kg 2.
Masa de Venus (Mv) = 4’87><1024kg.
Solucion.
a. Para hallar el radio r; de la orbita del satélite se tendrd en cuenta el hecho de que el satélite
describe una trayectoria circular por lo que se la suma de fuerzas que actian sobre el satélite serd igual a
la fuerza centripeta.
SE=F,

Despreciando los efectros de rozamiento, la inica fuerza que actda sobre el satélite es el la fuerza
gravitatoria.

F, =F,
Trabajando en médulo
2
my _ My ms

La velocidad orbital lineal del satélite (v;), se puede expresar en funcién de ®:

vy =01 -R
sustituyendo en la igualdad anterior:
ofR> GMy
R R?
despejando el radio
G-M G-M
R3 = : \ R=3 : v
o1 o1
sustituyendo por los datos del enunciado
671 _llN' 2_k -2 487 %1 24k
_ (67x10™ [Nm” kg | 48710 (ke) _ 24.9061307(m/ )= 24.90613(Km)

(asx10~4 (rad%j rad
N

Para hallar 1a masa del satélite, se puede utilizar el médulo del momento angular orbital del
satélite

L=R:mg- v
Si despejamos el valor de my:
L
mg =
R-v
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teniendo en cuenta que

Vg = 0)1'R

se obtiene la una expresion de la masa del satélite, en funcién de los datos conocidos
m = L
’ R2m1
sustituyendo
22x10"? [kgm?s~!
m, = : (fm ) = 24'47 kg
" 6 1 -4
[49x109) (f%ad) 1'45%10 (ra%)

b. La energia que habrd que suministrar al satélite, para cambiarle a otra 6rbita con @, = 10~ rad/s,

serd igual a la diferencia de energias entre la 6rbita final y la inicial.

La energia de un satélite en una 6rbita determinada viene dada por la expresion:
1 M, mq
Er = —ms'vg -G——=
2 R

teniendo en cuenta que v= - R

M, ‘my

1
ET =EmSmS2R3 —G'
El incremento de energia que hay que suministrar al satélite por tanto sera:

1 My - 1 My -
Ep-E, = 7ms'm%'R%—G~V7mS _ ,ms.m%R%_G.VimS
2 R, 2 R,
agrupando:
AE:lmS-[mﬁ-Rg—m%R%]+G~mS~MV 1 iy
2 R, R,

ecuacion de la que tnicamente se desconoce R.

Conocida la velocidad angular de la 2°* érbita (@, = 10" rad-s_l), podemos calcular el radio de la
6rbita(R, ), aplicando la igualdad de fuerzas FN = FG , de modo que:

2
v My m
m,—> =G—Y % ) s
R, R3
expresando v, en funcién de ®
@3R3 GMy
R, R}
despejando Rj:
GM GM
R; — : v R, =3 : v
®3 3

sustituyendo datos:

=31.906.923m =31.906'9 Km

6'67x107"1.487x10%*
10~
Sustituyendo los valores conocidos en la expresion (1), el incremento de energia es:

AE = ;-24'47-[(10‘4 )2 -(3 191x10° )2 - (1'45><10‘4 )2 (24'91><106 )2 } +

+6'67><10_”~24'47-4'87><1024[ ! - ! 6}
2491x10°  3191x10

AE =3496x107 J
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Modelo 2002. Cuestién 1.-
a) /A qué altitud tendrd una persona la mitad del peso que tiene sobre la superficie terrestre?
Exprese el resultado en funcién del radio terrestre.
b) Si la fuerza de la gravedad actda sobre todos los cuerpos en proporcién a sus masas, §por qué no
cae un cuerpo pesado con mayor aceleracién que un cuerpo ligero?

Solucién.
a. Si se denomina como p al peso a una altura h y p, al peso en la superficie terrestre, se pide
calcular la altura a la que se cumple:
1 . m 1 . , 1
P que es lo mismo: € —_ (eniendo en cuenta que la masa no varia: £ -
Po 2 mg, 2 g8 2

La intensidad de campo gravitatorio (g) se puede expresar en funcién de la masa del planeta y de
la distancia al centro, teniendo en cuenta que el peso es la fuerza gravitacional con la que el planeta atrae
a cualquier masa.

Mm M
p=E ; mg=G—— ; g=G—
g R2 R2
- Mt
En la superficie terrestre: g, = —
Rt
- Mt
A una altura h sobre la superficie terrestre: g = G—2
(Rr+h)
M
© (R +T h)? R2 1
Comparando: - T = T s==
8o G My (RT + h) 2
R2
T
Rt 1
== h=W2-1}R
Ry+h V2 W2-1) Ry
b. Porque la intensidad de campo gravitatorio (aceleracion de la gravedad), no depende de la masa
de los cuerpos, depende de la masa del planeta y de la distancia al centro del planeta.

Mm M
p=F ; mg=G—— ; g=G—
£ R2 R2

Modelo 2002. Problema 1A.- Dos planetas de masas iguales orbitan alrededor de una estrella de masa
mucho mayor. El planeta 1 se mueve en una 6rbita circular de radio 10" m y periodo de 2 afios. El
planeta 2 se mueve en una 6rbita eliptica, siendo su distancia en la posicién mas préxima a la estrella 10"
m y en la més alejada, 1,8x10" m.

a) (0,5 puntos) ;Cudl es la masa de la estrella?

b) (0,5 puntos) Halle el periodo de la 6rbita del planeta 2.

¢) (1 puntos) Utilizando los principios de conservacién del momento angular y de la energia

mecdnica, hallar la velocidad del planeta 2 cuando se encuentra en la posicion mds cercana a la

estrella.
Datos: Constante de Gravitacién Universal G = 6,67x10"' N m* kg™
Solucion.
a. Si el planeta 1 describe una 6rbita circular en torno a la estrella, se debe cumplir:
2 2
Fp=F _Mn;l —m V=Gt ¢ (R P =Gt —4n2 R? =GoL
Rj R R R T Ry
2p3 2 11
M= 4“2R1 - 4m (;0 f —=149x107kg
T°G  (2-365-3600)"-6,67x10"
b. Si en vez de despejar la masa se despeja el periodo:
2
2 241" o3
GM
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Por tratarse de una 6rbita eliptica, el radio se sustituye por la media aritmética de los radios del
perihelio y del afelio.

o+t 101 4+18x10!!

a= =14x10'"'m
2 2
2 2
T=J4“ a’ = fln = -(1,4><10“)3 =1,044x10%s = 3,31 afios
GM 6,67x107 " -1,49x10
c. Principio de conservacién del momento angular: L = cte,, teniendo en cuenta que la velocidad es

tangente a la trayectoria en cualquier punto de la 6rbita r L v = ‘I:‘ =r-mv-sen90 =r-mv =cte

L,=L, = ‘La :‘L‘p JOT MV, =0, My, 5 TV =10V

Principio de conservacién de la energia: E, =cte ; Em(a) = Em(p)
Mm 1 2 Mm 1 2
[E,+E.) =, +Ec)p P -G omyi=-G=—+—mvy

a p

Simplificando m en la igualdad

—GM+lv§=—GM+lVg ; vg—v§=2GM VN
2 n, 2 L I

Las dos ecuaciones que se obtienen permiten plantear un sistema de ecuaciones.

2 2
r I,
va—| v, £ | =2GM L vpl 1-5 [=2GM L-2 Vp
I, I, I Iy ' T
Ordenando:
' ~11 29 11
v, = 2GM Ty _ 2-6,67x10 _ 1,491:<10 _LSX}? =11303,9ry
L+ I 1,8x10" " +10 10 °

Septiembre 2001. Cuestion 1.- Un proyectil de masa 10 kg se dispara verticalmente desde la
superficie de la Tierra con una velocidad de 3200 m/s:

a) (Cudl es la mdxima energia potencial que adquiere?

b) (En qué posicién se alcanza?
Datos: Gravedad en la superficie de la Tierra = 9,8 m s_z; Radio medio de la Tierra = 6,37x 10°m
Solucién.
a. Suponemos que el campo gravitatorio terrestre es conservativo, es decir, despreciamos todo tipo
de rozamiento o friccién con el aire. En este caso, la energia mecdnica del sistema (proyectil) se conserva,
por tanto:

E. + E, (superficie de la tierra) = E;, (Altura médxima) -1-
ya que se supone que cuando llega a su altura maxima, su velocidad es cero.

La energia potencial en la superficie terrestre:
g, =9% n/2 E,=mg,Ry  E,=-624x10%J
s

Su energia cinética si v = 3200 m/s

C

E :%mvz E,=5'12x10"]
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Su energia mecdnica, suma de la potencial y cinética es:
E, =-57310%]

MT-m

por la ecuacién 1: — 573x10%1 = -G- =E, (altura méxima) -2-
(Rt +h)

Por tanto, la maxima energia potencial es: E, = —573x10%7

b. La posicién h, la despejamos de la ecuacion (2):
2
(RT +h):% despejando h :g(’R—T;n—
+5'7310%J 5'7310°)

sustituyendo por los datos del problema:
h=5699 Km
Altura a la que llega sobre la superficie terrestre.

Junio 2001. Cuestion 1. En el movimiento circular de un satélite en torno a la Tierra, determine:
a) La expresion de la energia cinética en funcion de las masas del satélite y de la Tierra y del radio
de la orbita.
b) Larelacién que existe entre su energia mecdnica y su energia potencial.
Solucion.

a. En el movimiento circular de un satélite en torno a la tierra se cumple que:
2
v Mtm
m,—=G — T
R R?
simplificando:
Mtm
myv? =G.——
R

multiplicando por %2 toda la expresion anterior:

1 1, Mr
—myv?==G- Yy
2» '\ 2 R
por tanto
1 . M
E.=—G AT
2 R
b. La energfa mecénica de un satélite es una constante del movimiento, debido a que el campo

gravitatorio es conservativo. Es igual a la suma de E cinética y E potencial.
En=E.+E,

E, :%m&_g.m

Se puede utilizar la expresion anterior -1-, y se ve que:

_1 .
Ec=—FEp=—-G T s
2 R
Por tanto:
Em:l(}.MT'mS _G.MTmS Em:__l(}.m Em:&
2 R R 2 R 2

Junio 2001. Problema 1A. Dos satélites artificiales de la Tierra S; Y S, describen en un sistema de
referencia geocéntrico dos drbitas circulares, contenidas en un mismo plano, de radios r;=8000 km y
1,=9034 km respectivamente.
En un instante inicial dado, los satélites estdn alineados con el centro de la Tierra y situados del mismo
lado:

a) ;Qué relacion existe entre las velocidades orbitales de ambos satélites?
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b) (Qué relacidn existe entre los periodos orbitales de los satélites? ;Qué posicién ocupara el
satélite S, cuando el satélite S| haya completado seis vueltas, desde el instante inicial?
Solucién.
a. Estableciendo que la fuerza gravitatoria es la fuerza normal t=0
del movimiento:
Y g Mrmg
R R2

despejando la velocidad (v) se obtiene

G-M
vo O M1
R

aplicando a cada uno de los satélites estd ecuacién:
G-My (1)
1
G-Mr )
R,

dividiendo la ecuacidn -1- entre la ecuacidn -2-, se obtiene la relacién pedida

Vi _ [Ry
A& Ry

Para S;: vy =

Para S,: v, =

Sustituyendo los datos numéricos:

o3
Va
b. Para hallar la relacién entre los periodos orbitales se parte de las ecuaciones:
2
T= id 0= v
® R
sustituyendo en la ecuacion del periodo la velocidad angular
T 2nR
v

Aplicando la ecuacidn anterior para los dos satélites

2nR
Tl = I
Vi ]
2nR
T2 = 2
V2
la relacién entre los periodos se obtiene dividiendo ambas expresiones:
T, _VvoRy
T, ViR,
. L. . . V1 . \5 1
Sustituyendo los valores numéricos y teniendo en cuenta que si — =113 = —== 3
V2 Vi

T _ 1 8x10°

=7 =078
T, 113 9034x10°

Los resultados permiten concluir que el satélite mds cercano a la Tierra(S;) se mueve a mayor
velocidad y completa una vuelta antes que el satélite mds alejado(S,).

En cada vuelta, el satélite 1 se adelanta respecto del satélite 2:
A¢ =360°(1-0,78) = 79,2°

En seis vueltas el satélite 2 habrd perdido respecto de satélite 1:
Ap =6x79,2°=475,2°=360°+115,2°
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Por lo tanto, cuando el satélite 1 halla dado seis vueltas, el satélite 2 habrd dado cuatro vueltas y
se encontrard a 115,2° de completar la quinta, por lo tanto su posicién respecto a la posicién inicial serd
de:

360° — 115,2° = 244,8° =244° 48’

Septiembre 2000. Cuestion 1

a) (Con qué frecuencia angular debe girar un satélite de comunicaciones, situado en una 6rbita

ecuatorial, para que se encuentre siempre sobre el mismo punto de la Tierra?

b) (A qué altura sobre la superficie terrestre se encontrara el satélite citado en el apartado anterior?
Datos: Gravedad en la superficie de la Tierra = 9,8 m s_z; Radio medio de la Tierra = 6,37 x 10°m
Solucién.

a. Para que un satélite se encuentre siempre sobre el mismo punto, el periodo del satélite debe ser
igual al periodo de la tierra, en su giro de rotacion.
T =1dia = 24 horas = 86400 seg

2 _
ORroT = ?TE ORroT = 727%10 3 ra%

b. La altura se halla estableciendo que la Fyyyiworia €5 1a que mantiene al satélite en su orbita
circular:
2
_ . MT ‘mg Vs
Despejando R:
G-M
R=——7()
VS
. . . o -5 rad .
Si la velocidad o frecuencia angular es = "7'27x10 / Vi, =R (2)
S s
Sustituyendo en (1) la velocidad del satélite:
G-M
R= y
(@-R)

despejando el radio de la orbita

Ecuacién de la que se desconoce 1a Mrjggrga-

El producto G - My, se puede obtener de la gravedad terrestre ya que la fuerza de atraccién
gravitacional en la superficie de la tierra es el peso:

MT -m
m- gO = G : 2
R
simplificando
G-M
g0 = —2T
Ry
despejando el producto G - Mr:
2
GMy =goRy

sustituyendo en (3)

- = 42210’
o’ (T27x10‘5@é9§»2 o

Al radio de la érbita hay que restarle el radio de la tierra para hallar la altura del satélite sobre la
superficie terrestre.

O
R =

RZRT +h

:h=3'85x10" m
h=R-Rp
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Septiembre 2000. Problema 1A. Un satélite artificial de 200 kg gira en una 6rbita circular a una
altura h sobre la superficie de la Tierra. Sabiendo que a esa altura el valor de la aceleracién de la gravedad
es la mitad del valor que tiene en la superficie terrestre, averiguar:

a) La velocidad del satélite

b) Su energia mecédnica
Datos: Gravedad en la superficie terrestre g =98 m s>

Radio medio de la Tierra R=6'37x 10°m -

Solucion. - ~.B
a. La velocidad de un satélite en una 6rbita se puede calcular s
conociendo la altura 6 radio de la 6rbita. Se pide calcular la i K
velocidad de un satélite sabiendo que a esa altura la gravedad se IJ e s
reduce a la mitad | i

1
gr=52 () . ,

Calculando los valores de g; y g,, y relaciondndolos entre si:

M M
8,=G— yg=6—1+ @
RT (Rt +h)
sustituyendo (2) en (1):
M M
G . 2 -G 2T
(Rp+h)® 2 Rj

simplificando y ordenando
R7
(Rt +h)?
De (3) se despeja h transformando la expresién en una ecuacién de 2° grado:
(Ry +h)? =2R% R% +h? +2Rh =2R% h? +2Rth-R% =0

1
=,

Resolviendo la ecuacion:
h=(/2-1Ry  h=2638540m=264x10° m

Conocida la altura de la 6rbita, la velocidad del satélite, se halla igualando la fuerza atraccién
gravitacional con la fuerza centripeta:

Fg = Fcentrl’peta

Mr- 2 M
G ITm_nY vl T @
R?2 R R

donde R es la suma de la altura mas el radio de la tierra.

R =h+Rt =2.638.540+6.370.000 = 9.008.540 m R=901x10° m
El producto G - My, se obtiene de la expresion de g en la superficie terrestre.

M
go :G'%:G'MT =g, 'R} (5
Rt

2
‘R
V= go T
R
sustituyendo por los valores numéricos

~ 9'8~(6'37><106)2 o
v= ——66434%

sustituyendo en (4)

901x10°
b. La energia mecdanica del satélite en la érbita ves la suma de la energfa potencial mds la energia
cinética.
Mrtm 1
E e =G e mv?
R 2
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teniendo en cuenta la expresion -5-

2
E mec :_OT""Em‘V
sustituyendo por los datos
o e 6 )
B, =— 22098 (637>;10 ) 1200664342 = 441x10° 1
9'01x10 2

Junio 2000. Cuestién 1.
a) Enuncie la primera y la segunda ley de Kepler sobre el movimiento planetario.
b) Compruebe que la segunda ley de Kepler es un caso particular del teorema de conservacion del
momento angular.
Solucién.
a. 17 Ley de Kepler: Los planetas giran en torno al sol, en orbitas elipticas, teniendo al sol en uno
de unos focos.

2" Ley de Kepler: El radio vector de cualquier planeta, en su movimiento alrededor del sol,
barre dreas iguales en tiempos iguales.

b. La 2% ley de Kepler es consecuencia directa del Teorema de Conservacién del Momento Angular
L=rxmv

En todo movimiento sometido a fuerzas centrales, como es el caso del movimiento planetario, el

momento angular se conserva, ya que:

M =rxF (Momento de la fuerza (gravitatoria))
y puesto que r y F tienen la misma direccidn, el 4ngulo que forman es cero, por lo que:
‘M‘ = H ‘IE‘ sen 0°=0

teniendo en cuenta esto

La segunda ley de Kepler es consecuencia directa de esto, ya que dice que el radio vector barre
areas iguales en tiempos iguales, es decir, que la velocidad areolar es constante:

d
Vas g

Segtn el dibujo, el diferencial de 4rea (ds) es igual a:

ds=1 [rxd
2
si se deriva la expresion anterior respecto del tiempo
E—V —lfxd—f v —l|f><?/|
de A 2] T AT
L - | RO 1=
Dividiendo y multiplicando por m: v = —|r X mv| V= —‘L‘
2m 2m

Si se tiene en cuenta que el momento angular es constante en este tipo de movimiento

‘L‘ =cte Vv =cte
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Junio 2000. Problema 1. Se pone en 6rbita un satélite artificial de 600 kg a una altura de 1200 km
sobre la superficie de la Tierra. Si el lanzamiento se ha realizado desde el nivel del mar, calcule:
a) Cuanto ha aumentado la energia potencial gravitatoria del satélite.
b) Qué energia adicional hay que suministrar al satélite para que escape a la accién del campo
gravitatorio terrestre desde esa Orbita.

Datos: Constante de Gravitacién G=667x10"" N m* kg®
Masa de la Tierra M7 = 5°98x10** kg
Radio medio de la Tienta Ry = 6,37><106 m
Solucion.
a. Para ver cuanto a aumentado la energfa potencial del satélite, se calcula su valor para la
superficie de la tierra y para la 6rbita:
MT -m
Epg(sup) =G~ Ry :
MT -m
Epg(orbita) = =G —————
g(orbita RT +h0rb
El aumento de Ep, serd la diferencia entre la final y la inicial:
AEp =Ep; —Ep;
Mr - Mr - Mr - M- 1 1
AEP:—G.TirnS_ _g. AT | 5. MMy 5 MT mS=G~MT-m§ L
Rt +1200 Rt Rt +1200 Rt "Rt Rt +1200
Sustituyendo valores numéricos en la expresion anterior:
— 1 1
AEp =6'67x107"1.598x10%* -600( - ; 6j=5'96><109J
6'37x10°  6'37x10” +12x10
b. Energfa adicional para que el satélite escape al campo gravitatorio terrestre:
Egrbita T Eescape =0 ; Eescape =—E¢bita
MTm 1 2
Eobita =Ep +E. =—-G————~+—mv
orbita = p T e (Rt +1200) 2
2
Teniendo en cuenta que Fg =F.; G Mymg 5 =my v ; vZ = Gk
(Rt +h) Rt +h Rt +h
M M
B i = _G(RT—merlmG Mr _ 15 _Mmm
T+1200) 2 Rp+h 2 (Rp+1200)
M B 24 )
Eescape = _Eorbita zl T—rns 216’67X10 i 5’98X160 600 6 = 1’58X109]
2 Rr+h 2 6,37x10” +1,2x10
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