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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ecuaciones lineales.
Se llama ecuacion lineal con n incognitas X;, X,, X3, X, a toda ecuacion que pueda escribirse de la
forma:
a;X; +a,X, +---+a,x, =b
donde x;, X,, X3, X, son variables y aj, a,, as, ..., a,, b son nimeros reales, siendo a; el coeficiente de la
variable x; y b el término independiente de la ecuacion.

Si el término independiente de la ecuacion es nulo (b = 0), se dice que la ecuacién lineal es
homogénea.

Se dice que un conjunto de niimeros (kj, ks, kj..., k;) es solucion de la ecuacion anterior si
sustituidas las variables X; Xy, X..., X, por los valores ky, ks, ks..., k, se verifica la ecuacion.
alkl +azk2 +"'+ankn :b

Se define conjunto solucioén de una ecuacion lineal al conjunto formado por todas sus soluciones.

Se dice que dos ecuaciones son equivalentes si las dos tienen el mismo conjunto solucion.
Transformaciones equivalentes:
- Multiplicar o dividir a los dos términos de la ecuacién por un mismo numero.
- Intercambiar la posicion de las variables.

Sistema de ecuaciones lineales.
Un conjunto de m ecuaciones lineales con n incognitas cada ecuacion se define como un sistema
de m ecuaciones con n incognitas (Spx,)

a11Xq +al.2X2 +...+a].an :bl

S Ap Xy tajgorXy t...+a) Xy =b2
mxn . . . .

Am1X] tamaXy +eta gy X, =bpy
Al igual que en el caso de las ecuaciones lineales una solucion serd un conjunto de niimeros

reales desde ki hasta k, que verifique simultdneamente las m ecuaciones del sistema. Al conjunto formado
por todas las soluciones del sistema se le denomina conjunto solucion.

Para dos variables se suele utilizar x, y, para tres x, y, z, para cuatro X, y, z, t, para un nimero de
variables superior a cuatro se suelen emplear variables alfa-numéricas x;, X,,..., X;.

Dos sistemas se definen como equivalentes si ambos tienen el mismo conjunto solucion.

Transformaciones equivalentes:

- Multiplicar o dividir todos los términos de la ecuacién por un mismo niimero.

- Intercambiar la posicion de las variables.

- Intercambiar la posicion de las ecuaciones

- Sidos ecuaciones son iguales 6 proporcionales, eliminar una de ellas.

- Siuna ecuacién es combinacion lineal del resto de las ecuaciones, eliminarla.

- Sustituir una ecuacion por una combinacion lineal de ella misma con el resto de las ecuaciones.

Todo sistema de ecuaciones independientemente del niimero de ecuaciones e incognitas que
tenga, o tiene una solucion, infinitas soluciones o ninguna solucién, por tanto, segiin el conjunto solucién
los sistemas se pueden clasificar en los siguientes tipos:

) ) . Determinados (solucion unica).S.C.D.
. | Compatibles (tienen solucion) : . . . .
Sistemas : Indeterminados (infinitas soluciones).S.C.1I.

Incompatibles (no tienen solucién).S.1.
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Sistemas homogéneos.
Si en un sistema mxn todos los términos independientes son nulos se le define como sistema
homogéneo.

a X, +a;,Xy +.+a; X, =0

azAlxl +322X2 +...+8.2‘an = O

=0
Los sistemas homogéneos se caracterizan porque siempre admiten al menos la solucién trivial:
X|=X=.=%x,=0
por lo que siempre son sistemas compatibles.

Ecuacion degenerada.
Se dice que una ecuacion lineal es degenerada si es de la forma:
0x;+0x,+...+0x,=Db
dado que el primer término de la ecuacion es nulo, estas ecuaciones degeneradas solo pueden ser de dos
tipos:

e Trivial: si b = 0, en este caso cualquier coleccion de niimeros reales satisface la ecuacion. Por
eso las soluciones de un sistema que contengan una ecuacion trivial seran las soluciones del
resto de las ecuaciones, siendo posible suprimir las ecuaciones triviales sin que varie el conjunto
solucion.

e Absurdo: si b # 0, no tiene solucion. Todo sistema que contenga una solucion absurda es
incompatible.

Método de eliminacion de Gauss.

El método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales es una reduccion escalonada
para obtener un sistema equivalente mas sencillo, cuya forma permite averiguar si se trata de un sistema
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible y, en los casos de compatibilidad,
resolverlo.

Podemos distinguir tres etapas en el método de Gauss:

e Etapa 1. Reduccion del sistema, o de su matriz asociada, a forma escalonada.
e [Etapa 2. Clasificacion del sistema escalonado obtenido en la etapa 1.
e Etapa 3. Resolucion del sistema escalonado cuando sea compatible.

Etapa 1.
Se dice que una matriz es escalonada si se cumplen las siguientes condiciones:
- Todas las filas de ceros, si las hay, estan en la parte inferior de la matriz.
- El primer elemento no nulo (de izquierda a derecha) de cada fila esta situado mas a la derecha
que el primer elemento no nulo de la fila inmediata superior.

Toda matriz es equivalente por filas a alguna matriz escalonada. Es decir, mediante operaciones
elementales entre filas, toda matriz puede llevarse a forma escalonada.

Se dice que un sistema es escalonado si su matriz ampliada es escalonada. Asi pues, en un
sistema escalonado:
e La primera incognita de cada ecuacion esta situada mas a la derecha que la primera incognita de
la ecuacion precedente.
e De todas las ecuaciones, solo la ultima puede ser absurda.

ajp ajy coap, by ar] ayjp v oap, by
: OPERACIONES .

ay) @azp v Aazp by | EQUIVALENTES | O @z v apxy by

Adm1l 4m2 ° admn ; bm 0 0 t Amn - bm
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Etapas 2 y 3.

Consideremos un sistema escalonado con n incdgnitas. Sean r y r’ el nlimero total de ecuaciones
y el niimero de ecuaciones no absurdas, respectivamente. Entonces:

e Sir=#r’ el sistema es incompatible.
Determinadosir=n

e Sir=r’ el sistema es compatible: ) .
Indeterminadosir<n

Los sistemas escalonados sin ecuaciones absurdas y con el mismo niimero de ecuaciones que de
incognitas se denominan sistemas triangulares.

Para un sistema de 3x3:

aj; aj, a3 : by} OPERACIONES (ay; ajp a;3 - b
EQUIVALENTES

ar] azy a3 i by 0 a'yy a3 @ b
az) azy azz 1 by L 0 0 a3 & b
Su solucién se puede hallar por el método de sustitucion hacia arriba.
e  Primero se resuelve la ultima ecuacion para la Giltima incégnita: x;.
e A continuacion, se sustituye el valor hallado de x; en la penultima ecuacion y se resuelve para la
pentltima incognita: X,.
e Después, se sustituyen los valores hallados de x; y x, en la antepentiltima ecuacion y se resuelve
para la primera incognita: X;.
Si el sistema tuviera mas incognitas, se resolveria de forma analoga.

Un sistema escalonado compatible indeterminado de 3x3 puede tener una de estas formas:

aj] ajy a3 : by)  OPERACIONES (31.1 ajp a3 b
ay) agy agy | by |[PXVALRNIES of g a ) ans foby,
as; as, asz3z : by L 0 0 0o : 0
0
aj; ajy apy b OPERACIONES (al.l ajp ap3 b
ayy yy ans | by |FQUIVALENTES | o= (% 7 .
az] az, asz : Dbj3 0 0 0 : 0

compatible indeterminado con un grado de indeterminacion 6 compatible indeterminado con dos grados
de indeterminacion respectivamente. Se define como grado de indeterminacion de un sistema compatible
indeterminado a la diferencia entre el numero de incognitas y el nimero de ecuaciones linealmente
independientes. El grado de indeterminacion indica el niimero de parametros que se necesitan para
resolver el sistema.

El sistema se resuelve en funcion de los parametros de abajo arriba.
Un sistema sera incompatible cuando al triangularizarlo, aparezca una ecuacion absurda

aj] ajp a3 ;b OPERACIONES aj; ajz a3 b
EQUIVALENTES

ary] azy azz : by

\L 0 32'2 32.3 : b2
az] aszp as3z : by

0 0 0 : by



